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VORWORT






Der sechste Band von Leibniz’ mathematischen Schriften umfasst die Aufzeichnun-
gen und Studien aus den Jahren 1673 bis 1676 zur arithmetischen Kreisquadratur. Da-
mit werden die Texte aus der Entstehungsgeschichte und dem Umkreis der Quadratura
arithmetica circuli ellipseos et hyperbolae zusammen mit dieser wohl umfangreichsten
mathematischen Abhandlung, die Leibniz jemals verfasst hat, zum grofiten Teil erst-
mals publiziert. Darin enthalten sind die ersten mathematischen Ergebnisse des Paris-
Aufenthalts, mit denen sich Leibniz urspriinglich der wissenschaftlichen Offentlichkeit
prasentieren wollte, vor allem die Summierung von unendlichen Reihen, die von ihm
als ,arithmetisch® bezeichnete Quadratur des Kreises und der Kegelschnitte sowie der
Logarithmus-Kurve. Die Bedeutung der Schrift liegt nicht zuletzt in der ersten stren-
gen Begriindung der infinitesimalgeometrischen Methode der Kurvenquadratur. Leibniz
wendet diese Methode exemplarisch auf die Quadratur der Zykloide und der héheren
Hyperbeln und Parabeln an. Besonderen Wert legt er auf die praktische Anwendung der
von ihm behandelten Reihen fiir Naherungsrechnungen.

Dr. Uwe Mayer bearbeitete die Stiicke N.1, 9, 10, 13, 15, 16, 17, 20, 22, 26, 32,
34, 35, 38, 47, Dr. Siegmund Probst die iibrigen Stiicke bis auf N.51, das zwischen
den Bearbeitern aufgeteilt wurde. Die Schlussredaktion (einschliefllich Datierungen und
Verzeichnissen) wurde gemeinsam durchgefiihrt. Fiir die Erfassung der Stiicke ist Susanne
Bawah, Manuela Mirasch-Miiller und Yixiao Wang zu danken.

Der Akademie der Wissenschaften zu Gottingen danke ich fiir die finanzielle Un-
terstiitzung unserer Arbeit und der Leitungskommission der Gottinger und der Berlin-
Brandenburgischen Akademie der Wissenschaften fiir die stete Betreuung der Belange
der Editionsstelle.

Dem Ltd. Direktor Dr. Georg Ruppelt und den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern
der Gottfried Wilhelm Leibniz Bibliothek — Niedersédchsische Landesbibliothek Hannover
ist fiir die hilfreiche Unterstiitzung und gute Zusammenarbeit zu danken. Bei der Bear-
beitung konnten gelegentlich Transkriptionen von Prof. Dr. Conrad Miiller (Hannover)

aus den 30er und 40er Jahren des 20. Jahrhunderts verglichen werden. Fiir Hinweise ist
Florin-Stefan Morar (Bielefeld/Harvard) zu danken.



X1V VORWORT

Prof. Dr. Manfred Breger hat freundlicherweise die unter Linux laufenden Pro-
gramme und Datenbanken bis Juni 2012 betreut. Der Satz ist mit Hilfe des von John
Lavagnino (Massachusetts) und Dominik Wujastyk (London) entwickelten TEX-Macro-
pakets EDMAC und den von Prof. Dr. Herbert Breger fiir die Leibniz-Ausgabe erarbei-
teten Anpassungen erstellt worden. Dr. Uwe Mayer, der die Macro-Erstellung unter TEX
weiterentwickelt hat, ist ebenso zu danken wie Jiirgen Herbst fiir die Linux-Betreuung.
Die Figuren wurden mit den Programmen WINGEOM und WINPLOT von Richard Par-
ris (Phillips Exeter Academy, Exeter, NH) erstellt und in TEX weiter bearbeitet. Fiir gute
Zusammenarbeit danke ich Herrn Peter Heyl vom Akademie-Verlag in Berlin. Der Verlag
hat wieder eine pdf-Datei zum Ausdruck erhalten. Seit November 2009 standen Teile des
Bandes in unkorrigierter Fassung im Internet. Auf die Konkordanzen und Kumulierungen

im Internet (http://www.leibniz-edition.de) sei verwiesen.

Hannover, September 2012 Michael Kempe
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Der vorliegende Band enthélt die Studien, Entwiirfe und Aufzeichnungen des Zeitraums
von 1673 bis 1676 zur arithmetischen Kreisquadratur, soweit sie nicht aus formalen
Griinden schon im Briefwechselband (II1,1 N. 29, 385, 395, 72, 73) oder wegen des Uber-
wiegens anderer thematischer Schwerpunkte in fritheren Banden der Reihe VII abge-
druckt wurden (VII, 1 N.34; VII, 3 N.23-26, 34; VII, 4 N.42-45; VII,5 N. 68, 69).

Die Texte des Bandes wurden zu 51 Hauptnummern zusammengefasst, von denen
nur vier, alle von Juni bis August 1676 entstanden, von Leibniz selbst datiert wurden
(N.23, 27, 32, 42). Zwei Drittel des Bandes sind Erstdrucke, fiinf Stiicke (N. 8, 19, 20, 49,
51) waren bisher ganz oder teilweise im Druck zugénglich. Den groiten Anteil daran hat
die Abhandlung De quadratura arithmetica circuli ellipseos et hyperbolae cujus Corolla-
rium est trigonometria sine tabulis (N.51). Sie wurde 1934 in einem Teildruck der Mar-
burger Dissertation von L. Scholtz erstmals in Ausziigen gedruckt (vgl. S. 178 u. S. 520).
Eine vollstandige kritische Edition der Abhandlung publizierte schliefllich E. Knobloch
1993 (LQK). In N. 8 wird ein urspriinglich in Band III, 1 N. 39; ohne Lesarten gedruckter
Text in revidierter Form ediert. Die Praefatio opusculi de Quadratura Circuli Arithmetica
(N.19) wurde bereits von C.I. Gerhardt verdffentlicht. Zwei weitere, urspriinglich von
Gerhardt separat gedruckte Texte, einer davon ist auch in VI, 3 N. 54 ediert, bilden zu-
sammen mit dem erstmals in VI, 3 N. 545 publizierten Manuskript einen umfangreicheren
Entwurf eines Teils der Einleitung fiir die Abhandlung zur arithmetischen Kreisquadratur
(N. 49).

Chronologisch lassen sich die Texte dieses Bandes im Wesentlichen in drei Gruppen
gliedern: Die erste besteht aus Aufzeichnungen von Herbst 1673 bis Herbst 1674 und um-
fasst langere Darstellungen der arithmetischen Kreisquadratur (N. 1, 4) und Vorarbeiten
(N.5, 7, 8) fiir die Abhandlung, die Leibniz im Oktober 1674 an Huygens gegeben hat
(ITI, 1 N.392). Hinzu kommen Exzerpte aus von Leibniz studierten Schriften von Huy-
gens und Gregory (N. 2, 3) sowie ein Stiick mit verschiedenen Notizen und Rechnungen
(N.6). Zum weiteren Umkreis dieser Gruppe gehdren Studien, die in fritheren Bénden
der Ausgabe publiziert wurden (VII, 3 N.23-26, 34; VII, 4 N.42-45).

Aus dem folgenden Jahr stammt lediglich eine Aufzeichnung mit der Kreisreihe
(N.10), die in Zusammenhang mit einem Gespréich mit Dechales vom 10. Oktober 1675
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(VIL,5 N.32) steht; etwa aus derselben Zeit gibt es eine Gesprachsaufzeichnung mit
Tschirnhaus, die ebenfalls die Kreisreihe enthalt (VII, 5 N.42). In einem weiteren Band
der Ausgabe sind aus diesem Jahr auflerdem zwei Texte in franzosischer Sprache gedruckt,
die Entwiirfe fiir einen Aufsatz zur Kreisquadratur im Journal des Scavans enthalten
(ITI, 1 N.72, 73). Schwer zu datieren sind die kurzen Aufzeichnungen N.9 u. N. 11, die
moglicherweise 1674 bzw. 1674-1676 entstanden sind.

Die umfangreichste Gruppe bilden die Entwiirfe und Ausarbeitungen einer umfas-
senden Abhandlung iiber die arithmetische Kreisquadratur aus dem Jahr 1676 (N. 14,
15, 20, 28, 51) mit zahlreichen Ergénzungen und Erweiterungen (N. 16, 18, 21, 24, 25,
27, 29-37, 42, 43, 48, 50) sowie den Entwiirfen fiir eine Einleitung zu dieser Abhand-
lung (N. 19, 39, 40, 41, 49). Hinzu kommen ein Exzerpt aus Mengolis Circolo (N.13),
gemeinsam mit Ozanam (N.44) bzw. Tschirnhaus (N. 22, 36, ) angefertigte Gespréchsno-
tizen, sowie Aufzeichnungen mit Approximationsrechnungen, die Mohr (N. 17, 26) und
Tschirnhaus (N. 38) fiir Leibniz durchgefiihrt haben. Weitere Detailuntersuchungen und
Aufzeichnungen sind enthalten in N. 12, 23, 45-47. Insgesamt machen die im Jahr 1676
entstandenen Texte einen Anteil von etwa 85 % des Bandumfangs aus.

Quellen

Im Vergleich zu den vorhergehenden Banden der Reihe VII ist das Schriftenverzeich-
nis des vorliegenden Bandes deutlich umfangreicher. Dies hat seinen Grund vorwiegend
darin, dass die historischen Darstellungen in den Entwiirfen fiir die Einleitung und ent-
sprechende Bemerkungen in den Abhandlungstexten selbst naturgeméafl eine Vielzahl von
Quellen nennen, die Leibniz direkt oder indirekt zugénglich waren. Diese bilden im We-
sentlichen zwei Gruppen: Die erste besteht aus Autoren, deren Werke den historischen
und in mancher Hinsicht auch den theoretischen Hintergrund der arithmetischen Kreis-
quadratur abstecken, der von Leibniz ausfiihrlich diskutiert wird. Viele dieser Quellen
erscheinen nur in den oben genannten Texten und besitzen in der Regel keinen enge-
ren inhaltlichen Bezug zur Abhandlung. Dies gilt beispielsweise fiir die antiken Autoren
mit Ausnahme von Archimedes. Erwartungsgemaéf ist dieser der weitaus am haufigsten
erwahnte antike Mathematiker, natiirlich vor allem wegen seiner Abhandlung zur Kreis-
messung, aber auch wegen seiner Quadraturmethoden (N.2, 7, 8, 14, 19, 20, 28, 39-41,
49, 51). Genau wie bei den anderen Autoren seiner Epoche erscheint sein Name aber
hauptsachlich in den historischen und systematischen Abschnitten der Entwiirfe fiir die
Einleitung. Euklid wird nur selten genannt (N.7, 19, 20, 49), in der letzten Fassung

der Abhandlung fehlt sein Name ganz. Namentliche Erwahnung finden auflerdem noch
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Apollonius (N.7, 20, 49), Diophant, Eutokios und Pappus (N.49). Eine dhnliche Rolle
spielen bei den mittelalterlichen und modernen Autoren Bombelli, Cardano, Clavius, dal
Ferro, Ferrari, Galilei, Girard, Ibn-al-Haitham, Kepler, al-Khwarizm1, Prestet und Tar-
taglia (N.49). Wichtiger sind die Tangenten- und Extremwertmethoden bzw. -sitze, bei
denen Leibniz auf Descartes und Fermat (N. 20, 49) bzw. Ricci und Sluse (N. 15, 20, 51)
verweist, und die Verwendung von konvergierenden Ordinaten bei Desargues und Pascal
(N. 14, 20, 49, 51). Relativ groBen Umfang nehmen die Auseinandersetzungen mit der
von Viete (N.7, 14, 20, 23, 27, 28, 40, 41, 49, 51) begriindeten symbolischen Algebra und
deren Anwendung auf die Geometrie durch Descartes (N. 1, 7, 14, 15, 19, 20, 40, 41, 49,
51) ein.

Die fiir den Inhalt der Studien und der Abhandlungen zur arithmetischen Kreisqua-
dratur wichtigen Quellen lassen sich wiederum grob in zwei Gruppen unterteilen, die sich
aber durchaus tiberschneiden: Die erste besteht aus denen, die direkten Bezug zur Kreis-
reihe haben oder die Kreisquadratur bzw. Kreisapproximationen behandeln, die zweite
aus solchen, die fiir die weiteren Themen der Abhandlung, ndmlich die Grundlegung der
Quadraturmethode mit Infinitesimalen, die Summierung unendlicher Reihen oder die
Quadratur verschiedener Kurven von Bedeutung sind.

Neben der Approximation in der Dimensio circuli von Archimedes bilden die Er-
gebnisse von Ludolph van Ceulen (N.1, 2, 13, 19, 27, 28, 41) und Snell (N.1, 2, 19,
41) einen wiederkehrenden Bestandteil des Hintergrundwissens von Leibniz, sie werden
aber in den spateren Fassungen der Abhandlung selbst nicht mehr erwahnt. Gregorys
Ergebnisse zur Kreisquadratur kennt Leibniz durch Artikel in den Philosophical Trans-
actions und seit 1673 aus seinem Exemplar der Ezercitationes geometricae (vgl. VII, 4
N.8 u. VIL,5 N.47), er spielt auf sie schon in N.1 an. Am 30. Dezember 1673 leiht er
sich von Huygens dessen De circuli magnitudine inventa (vgl. N.2) und Gregorys Vera
circuli et hyperbolae quadratura (vgl. N.3); auf beide Werke bezieht sich Leibniz kurze
Zeit spater in N.4. Gregorys Werk zitiert oder verwendet er mehrmals in den Texten
von 1676 (N.18, 19, 28, 41, 48, 49), in N.51 erwdhnt er ihn aber nicht mehr. Ebenso
spielen die vorher studierten Approximationsmethoden von Huygens (N.2, 46) und das
unendliche Produkt von Wallis (N.7, 19, 41) dort keine Rolle. In der Praefatio opusculi
de quadratura arithmetica circuli (N.19) verweist Leibniz aulerdem auf die bei A. Me-
tius iiberlieferte Kreisapproximation, die er hochstwahrscheinlich aus seiner Lektiire von
Barrows Lectiones geometricae, 1672, kennt.

Mit den Kreisreihen von Newton und Gregory, die Oldenburg im Brief vom 22. April
1675 (III,1 N.495 S.232-235) {ibermittelt, befasst sich Leibniz anscheinend zunéchst
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nicht, wie sein Brief an Oldenburg vom 20. Mai 1675 (III,1 N.51 S.247) und das Feh-
len von Rezeptionsspuren in den iiberlieferten Handschriften vermuten lassen. Erst 1676,
nach einer Mitteilung von Georg Mohr, nimmt er die Kreisreihe von Newton zur Kennt-
nis, iiber die er sich im Brief an Oldenburg vom 12. Mai 1676 duflert (III, 1 N.80; S.375f,;
vgl. N. 17 u. N.47). Leibniz’ Lektiire der Epistola prior von Newton (III,1 N.885) Ende
August 1676 findet dann unmittelbaren Niederschlag in einer Ergédnzung zu N. 2 und in
N.51 im erganzten Scholium zu prop. XXIX. Gregorys Kreisreihe scheint Leibniz wei-
terhin nicht zu berticksichtigen, bis er sie bei seinem zweiten Aufenthalt in London im
Oktober 1676 aus der Historiola exzerpiert (III,1 N. 885 S.496).

FEingehend setzt sich Leibniz dagegen mit Gregorys Beweisversuch der Unmoglichkeit
einer algebraischen Kreisquadratur aus der Vera quadratura auseinander, vor allem in
N. 28 und dem etwa zeitgleich entstandenen VII, 3 N.60. SchliefSlich verlegt er aber die
Behandlung dieses Themas in die Entwiirfe fiir die Einleitung (N.41, 49) und setzt an
den Schluss seiner Abhandlung einen eigenen Beweisversuch (N. 51 prop. LI). Fiir diesen
und die Vorarbeiten dazu verwendet Leibniz Ergebnisse iiber Winkelteilungen von Viete
(N.27, 28, 51), dessen Beitrag zur Kreisapproximation er ebenfalls kennt (N.41).

Seine strenge Begriindung der Quadraturen mit infinitesimalgeometrischen Metho-
den sieht Leibniz als Weiterfithrung der archimedischen Traditionslinie in der Geometrie
an. Mit ihnen will er die seiner Ansicht nach zu begrenzten Ansétze von Cavalieri (7,
14, 20, 28, 41, 49, 51) und Guldin (N. 7, 20, 41, 49) erweitern und die seitdem erreichten
Ergebnisse auf eine sichere Grundlage stellen. Von seinen Vorlaufern auf dem Gebiet der
Quadratur der hoheren Parabeln und Hyperbeln setzt sich Leibniz in erster Linie mit Ca-
valieri (N. 28), Fermat (N. 20, 28, 49, 51) und Wallis (N. 1, 20, 28, 49, 51) auseinander. Fiir
die Quadratur der Hyperbel sind neben den bereits genannten Brouncker und Mercator
auch Saint-Vincent (N. 1, 7, 20, 34, 41, 49, 51) und Sarasa (N. 1) von Bedeutung, durch
deren Ergebnisse die Quadratur der Hyperbel auf den Logarithmus zuriickgefiihrt wurde.
AuBlerdem erwahnt Leibniz die Ergebnisse von Wallis bei der Quadratur der Konchoide
(N.49), von Huygens und Wallis bei der Zissoide (N. 4, 20, 49, 51) und geht ausfiihrlich
auf die Autoren ein, die sich mit der Zykloide befasst haben (N.18;, 20, 41, 49, 51).
Erwahnt werden auflerdem noch Torricellis Solidum hyperbolicum acutum (N. 20, 34,
49, 51) und die Slusesche Perle (N.49).

Im Herbst 1672 16st Leibniz das Problem der Summierung der reziproken Dreiecks-
zahlen ohne unmittelbare Verbindung zum Problem der Kurvenquadraturen (VII, 3 N. 2).
Es wird ihm jedoch schnell bewusst, dass er mit Brouncker (vgl. N.28, 41, 49, 51) und
Mercator (vgl. N.1, 4, 6, 7, 41, 48, 49, 51) Vorlaufer auf diesem Gebiet hat, welche
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bei der Hyperbel die Reihensummierung fiir die Losung eines Quadraturproblems aus-
nutzten. Diese Autoren nennt er wiederholt in den Texten des vorliegenden Bandes, von
Mercator iibernimmt er die Entwicklung eines Bruches mit einem Binom im Nenner in
eine unendliche Reihe durch fortgesetzte Division, wodurch er letztlich seine Kreisreihe
gewinnt. Auch die verschiedenen Resultate von Wallis erwéhnt Leibniz mehrfach (N. 1,
4,7, 41, 49). Im Zusammenhang mit der Darstellung einiger seiner Reihensummierungen
im harmonischen Dreieck geht Leibniz auch auf Pascals arithmetisches Dreieck ein (N. 28,
51). Anders verfdhrt er im Fall von Mengoli, der schon frither Reihensummierung und
Quadraturen systematisch verbunden hatte. Obwohl Leibniz bereits 1673 in einem Brief
von Oldenburg auf die Reihensummierungen in Mengolis Novae quadraturae arithmeti-
cae, 1650, hingewiesen wird (III,1 N.135 S.60), die seine Summierung der reziproken
figurierten Zahlen vorwegnehmen, hat er wohl erst im April 1676 Gelegenheit, ein Werk
Mengolis zu studieren. Es handelt sich dabei um eine aktuellere Publikation, Circolo,
1672, in der Mengoli aufler seinen fritheren Ergebnissen auch das Wallis’sche Produkt fiir
den Kreis herleitet und das harmonische Dreieck verwendet. Leibniz fertigt umfangreiche
Exzerpte daraus an (N.13; VII,3 N.575), erwdhnt Mengoli aber in seiner Abhandlung
zur Kreisreihe nicht.

Gespréche mit Tschirnhaus (N. 22, 36;) und Ozanam (N. 44) sind durch Handschrif-
ten mit gemeinsamen Notizen dokumentiert. Eine Bemerkung iiber einen Hinweis von
Tschirnhaus zum Zusammenhang von Hyperbel und Sekans hat Leibniz in N.20 u. in
N.51 gestrichen. Aufzeichnungen von Mohr (N. 17, 26) und Tschirnhaus (N. 38) fiir Leib-
niz enthalten Naherungsrechnungen mit der Kreisreihe und der Sinus- bzw. Kosinusreihe
und Fehlerabschatzungen. Leibniz’ Aufzeichnung N. 47 geht auf eine Mitteilung von Mohr
zuriick. Eine miindliche Mitteilung von Roberval iiber Fermats Quadratur der hoheren
Parabeln und Hyperbeln erwahnt Leibniz in N. 49, in N. 51 hat er sie gestrichen.

Themenschwerpunkte

In der Zeit seines Aufenthalts in Mainz hat Leibniz sich wohl vereinzelt mit Qua-
draturen beschéftigt (z.B. VII,4 N.4), sich dann aber — zumindest was die praktische
Anwendung betrifft — mit Naherungslosungen zufrieden gegeben, die er fiir beliebige Kur-
ven entwickeln wollte (II,1 (2006) N.84 S.262f.; II,1 (2006) N.87 S.286). Dies adndert
sich in Paris, als er die ihm von Huygens gestellte Aufgabe zur Summierung der Reihe
der reziproken Dreieckszahlen 16st. Bereits seit Ende 1672/Anfang 1673 entstehen Stu-
dien, in denen er sich mit Kreispolygonen und der Kreisquadratur befasst (VII, 1 N. 3 u.
6; VII,3 N.6). Die Suche nach einer Losung fiir das Problem der Kreisquadratur bildet
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auch den thematischen Schwerpunkt seiner Untersuchungen zur Infinitesimalmathema-
tik im Jahr 1673 (VII, 4). Leibniz erarbeitet sich im Laufe dieses Jahres die wesentlichen
mathematischen Hilfsmittel, die ihn zur Entdeckung der Kreisreihe fithren, die Transmu-
tationsmethode zur Berechnung von Flachen unter Kurven und die von Nicolaus Mercator
iibernommene Methode der Reihenentwicklung durch fortgesetzte Division, wie aus den
in den Banden VII, 3 und VII, 4 publizierten Texten hervorgeht.

(1) Arithmetische Kreisquadratur

(a) Entstehungsgeschichte

Im Herbst 1673 findet Leibniz die Kreisreihe und versucht, das Ergebnis in einer
Abhandlung darzustellen, die in zwei Entwiirfen erhalten ist: Im ersten Ansatz (VII, 4
N.42) unterlduft ihm ein Rechenfehler, den er nur ansatzweise korrigiert. Danach unter-
nimmt er einen neuen Anlauf und leitet die Kreisreihe in dieser zweiten Fassung korrekt
ab (N.1). Zum direkten Umkreis dieser frithesten Abhandlung gehéren aulerdem einige
Texte, die in den Bénden VII, 3 (N.23-25) und VII, 4 (N.43-45) gedruckt sind.

Etwas spéter, jedenfalls bis Mitte 1674, arbeitet Leibniz eine neue Fassung aus (N. 4),
in die er Naherungswerte aufnimmt, die sich teilweise auf die Rechnungen in VII, 3 N. 26
stiitzen. Kurz nach N.4 diirften die Rechnungen von VII, 3 N. 34 anzusetzen sein. An-
schlieend arbeitet Leibniz an einer Darstellung, die zur Verbreitung seines Ergebnisses
bestimmt ist. Wahrend er einen Entwurf (N. 8) wie die fritheren Fassungen in lateinischer
Sprache schreibt, gibt er seinem Mentor Huygens anschliefend eine franzosische Version
zur Einsicht (III,1 N.39;). Weitere franzosische Entwiirfe aus dieser Zeit sind N.5 u.
N.7. Ein Jahr spéter arbeitet Leibniz an einem Text in franzosischer Sprache, der als
Aufsatz fiir das Journal des S¢avans konzipiert ist. Davon sind drei Entwiirfe iiberliefert:
Die ersten beiden geben eine kurze Darstellung der Quadratur (III,1 N.72), der dritte,
fragmentarische, stellt einige Sétze ausfiihrlicher dar (II1,1 N.73).

Im Jahr 1676 verfasst Leibniz in lateinischer Sprache die weiteren Entwiirfe und
Ausarbeitungen N. 14, 20, 28, 51. Die fritheste Ausformulierung, welche die ersten sie-
ben von insgesamt 51 Theoremen der letzten Fassung der Quadratura und einige der
danach folgenden Definitionen enthalt, stammt wahrscheinlich aus dem Frithjahr 1676
(N.14). Das danach entstandene Stiick N. 15 iiberliefert ein Inhaltsverzeichnis, das von
den ersten acht Sétzen jeweils das Initium bzw. eine Zusammenfassung angibt, insge-
samt etwa den prop. [-XV von N.51 entspricht und damit mehr als N. 14 und weniger
als N. 20 umfasst. Die darin genannten Sétze von Sluse und Ricci sind vor dem Aquiva-

lent von prop. XV eingeordnet und als einzige Eintrige mit Seitenangaben (pag. 42 bzw.
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pag. 43) gekennzeichnet. Leibniz entscheidet sich moglicherweise zu diesem Zeitpunkt, die
prop. XV zu den Tangenten der einfachen analytischen Kurven mit den Satzen von Ricci
bzw. Sluse zu beweisen und auf die in VII,5 N.68 u. 69 iiberlieferten Ansétze zu ver-
zichten. Wihrend die erhaltenen Manuskripte von N. 14, 20, 28 und 51 auf unpaginierte
Bogen im Format 2° geschrieben sind, miisste sich das Inhaltsverzeichnis in N. 15 auf ein
paginiertes Manuskript beziehen, dessen durch das Inhaltsverzeichnis abgedeckter Teil
aus etwas mehr als 43 Seiten bestand. Da dieser Teil inhaltlich héchstens einem Anteil
von 25 Seiten des auf insgesamt 28 Seiten geschriebenen N. 20 entspricht, miisste dieses
Manuskript auf Blattern oder Bogen im Format 4° geschrieben worden sein. Ein solches
ist bisher nicht gefunden worden, moglicherweise war aber das Blatt mit der Reinschrift
von N. 18; urspriinglich dafiir vorgesehen. N. 20 besteht aus 20 nummerierten Satzen, die
inhaltlich ungefahr den prop.[-XXV von N. 51 entsprechen. N. 28 enthélt eine Fortset-
zung von N. 20, die etwa den prop. XXV-XLII u. XLIX-LI von N. 51 entspricht, die Satze
sind in N. 28 aber noch nicht nummeriert. Eine Reihe weiterer Texte dokumentiert die
Ausarbeitung der Abhandlung zwischen N. 20 bzw. N.28 und N.51: N. 24, 25 u. 27 sind
vor dem Abschluss von N. 28 entstanden, ihre Resultate tibernimmt Leibniz aber erst in
N.51. N. 29-31 schreibt Leibniz im Anschluss an N. 28. Vermutlich danach sind N. 32-35,
37, 42, 43 u. 48 wahrend der Arbeit an N.51 entstanden. N. 32 ist auf Juli 1676 datiert,
N.42 auf August 1676. Im Anschluss verfasst Leibniz N. 43 u. 48; er verwendet Werte,
die er in diesen Texten berechnet, in prop. L von N.51.

Leibniz berichtet wiederholt, dass er die Entdeckung der Kreisreihe noch 1673 sei-
nen Freunden mitgeteilt habe (z.B. N.39, 49). Bereits auf LH 35 XII 2 Bl. 162v°, der
letzten Seite des Bogens mit der ersten Ausarbeitung zur Kreisquadratur vom Herbst
1673 (VII, 4 N.42), befinden sich noch nicht gedruckte Aufzeichnungen von Leibniz und
Ozanam. Dieser erfahrt also moglicherweise bereits damals von der Kreisreihe, die auf
der Vorderseite des Blattes notiert ist. Einen spéateren Beleg von Juli — September 1676
liefert die Gesprachsaufzeichnung N. 44, in der sich die Kreisreihe auf derselben Seite des
Blattes befindet wie einige Notizen von Ozanam, die darunter geschrieben sind. Anlass-
lich eines Besuches zum Jahreswechsel 1673/74 leiht Huygens Leibniz zwei Biicher zur
Kreisquadratur (vgl. N.2 u. 3); es ist zu vermuten, dass Leibniz spétestens bei dieser
Gelegenheit iiber seine neueste mathematische Entdeckung berichtet. Jedenfalls ist es
hochst unwahrscheinlich, dass Leibniz Huygens nicht vor seinem Schreiben vom 15. Juli
1674 an Oldenburg (III,1 N.30 S.120) informiert. Im Oktober 1674 gibt Leibniz eine
franzosische Ausarbeitung (III,1 N.395) an Huygens und erhilt sie von diesem mit dem
Brief vom 6. November 1674 zuriick (III, 1 N. 40). Ebenfalls im Oktober 1674 teilt Leibniz
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Mariotte in einem Gespréch die Kreisreihe mit (VII, 1 N.137), auflerdem vermutlich in
einer weiteren Mitteilung (III,1 N. 38; vgl. III,2 N.31). Tschirnhaus erfiahrt kurz nach
seiner Ankunft in Paris, wohl im Oktober 1675, von der Kreisreihe (VII,5 N.42; vgl.
auch N.22). Mohr verwendet die Kreisreihe in N. 26.

Leibniz lasst bei seiner Abreise aus Paris Anfang Oktober 1676 ein Manuskript
mit einer Fassung der Quadratura zuriick, die sein Freund Soudry abschreiben und fiir
den Druck vorbereiten soll. Wann Leibniz dieses Manuskript an Soudry gibt, lasst sich
nicht genauer bestimmen. Moglicherweise dienen auch das Figurenblatt von N. 20 und
das Manuskript von N.51 Soudry zeitweise als Vorlage, denn sie enthalten Hinweise zur
Gestaltung der Figuren bzw. zur Anordnung des Textes in franzdsischer Sprache (vgl.
S. 179, 183, 214, 217, 535, 587, 590). Es gibt allerdings keine Hinweise darauf, dass eines
dieser beiden tiberlieferten Manuskripte erst nach der Abreise aus Paris am 4. Oktober
1676 wieder in den Besitz von Leibniz gelangt ist. Die Publikation des Textes verzogert
sich, Soudry kommt 1678 ums Leben und das bei ihm verbliebene Manuskript gelangt
iber einen Bruder von Soudry an F.A. Hansen (I,2 N.357 S.372). Dieser wiederum
lasst es im August 1679 Brosseau, dem hannoverschen Residenten in Paris, iibergeben,
der es im Oktober 1679 mit anderen Besitztiimern von Leibniz dem Kaufmann Arontz
(vermutlich Isaac Aron bzw. Ahrends) anvertraut (I,2 N.516 S.519, N.519 S.521): Das
Paket mit der Handschrift fiir Leibniz geht jedoch, wohl durch Diebstahl oder Raub, auf
dem Transport nach Hannover verloren (HO VIII, N. 2285 S.403; 1,3 N.520 S.579). Es
konnte sein, dass es sich bei dem verschollenen Manuskript um die aus N. 15 erschliefSbare
Handschrift in 4° handelt, jedenfalls verwendet Brosseau am 25. August 1679 fiir das ihm
ibergebene Manuskript eine solche Formatangabe (I,2 N.509 S.515).

(b) Inhaltsiibersicht
Die Entwiirfe fiir die Abhandlung, in der Leibniz seine arithmetische Kreisquadratur
der Offentlichkeit prisentieren will, enthalten bis zum Herbst 1674 im Wesentlichen die
Herleitung der Kreisreihe, indem er durch die Transmutation aus dem Kreis die figura seg-
mentorum gewinnt, deren Gleichung in eine unendliche Reihe entwickelt und schlie3lich
die Quadratur fiir jeden Term der Reihe durchfiihrt.

Zwischen Ende 1675 und Sommer 1676 fiigt Leibniz den Darstellungen sukzessive
weitere Inhalte hinzu und erweitert sie schliefflich zu einer Abhandlung, in der er Quadra-
turen mit der Infinitesimalmethode iiberhaupt streng begriindet (vgl. Scholtz, Grundle-
gung, S.13-40) und die Quadratur der hoheren Parabeln und Hyperbeln sowie die arith-
metische Quadratur der Kegelschnitte leistet. Neben der Darstellung weiterer Reihensum-

mierungen, vor allem im harmonischen Dreieck, versucht er, die durch die arithmetischen
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Quadraturen gewonnenen Reihen fiir die praktische Berechnung von trigonometrischen
Groflen und Logarithmen nutzbar zu machen und die Unmoglichkeit einer allgemeinen
Kreisquadratur zu beweisen.

Wie E. Knobloch festgestellt hat (LQK S.14-19), ldsst sich der Inhalt der Ab-
handlung in drei Gruppen gliedern, die Leibniz durch die Scholien zu prop. XI und
XXV zusammenfasst: einen ersten Teil (prop. I-XI) mit allgemeinen Sétzen zur Grund-
legung der Quadraturen mittels der Infinitesimalmethode und zur Transmutationsme-
thode, einen zweiten Teil (prop. XII-XXV) mit Anwendungen auf spezielle Kurven wie
die Zykloide, den Sekans, die Parabel und die hoheren Parabeln und Hyperbeln. Der
dritte Teil (prop. XXVI-LI) ist durch Einfligungen nach dem Abschluss von N. 28 sehr
umfangreich ausgefallen. Diese bestehen im Wesentlichen aus den prop. XLIV-XLVIII,
mit denen Leibniz die Eingliederung der praktischen Anwendung der trigonometrischen
und logarithmischen Reihen in prop. L vorbereitet. Urspriinglich wollte er diese Trigo-
nometria sine tabulis der Abhandlung als Anhang anfiigen. Der Schlussteil umfasst nun
neben der Summierung verschiedener unendlicher Reihen die arithmetische Quadratur
des Kreises, der Ellipse und der Hyperbel, die Reihenentwicklung von Sinus, Kosinus und
Logarithmus und ihre Verwendung fiir die praktische Berechnung dieser Groflen sowie
einen Beweisversuch fiir die Unmoglichkeit einer allgemeinen Kreisquadratur.

Prop. I, als Lemma bereits in N. 1 sowie in III, 1 N. 72 u. 73 enthalten, beschreibt die
Umwandlung einer Dreiecksflache in eine bestimmte Rechtecksfliche und ermoglicht so in
prop. VII die Transmutation eines in infinitesimale Dreiecke zerlegten Kurvensegments
in ein flachengleiches Segment einer geeigneten Kurve, das in infinitesimale Rechtecke
zerlegt ist. Im urspriinglichen Ansatz von N. 14 folgt das Aquivalent von prop. VII un-
mittelbar auf prop. I. Leibniz erarbeitet dann sukzessive in umgekehrter Reihenfolge die
fiir den Beweis von prop. VII verwendeten prop. II-VI. Prop. IV enthélt eine Dreiecks-
ungleichung fiir die Differenzen von Folgentermen. Die strenge Grundlegung der Kur-
venquadratur in prop. VI operiert nicht mit einer Approximation durch ein- und umbe-
schriebene Polygone, sondern mit Treppenfiguren. Thre Giiltigkeit erstreckt sich auf alle
Abschnitte einer Kurve, in denen diese stetig ist und weder zur Abszissenachse senk-
rechte Tangenten noch Wendepunkte besitzt. Leibniz zeigt, dass die Differenz zwischen
der Fldche unter der Kurve und der Flache der Treppenfigur so klein gemacht werden
kann, dass sie jede beliebige vorgegebene Grofie unterschreitet. Die Zerlegung einer Kur-
venflache in infinitesimale Parallelogramme, die mit dem Verfahren der Indivisiblenme-
thode korrespondiert, stellt einen einfacheren Spezialfall dar, wie Leibniz betont, und ist

durch prop. VI ebenfalls abgedeckt. Den Transmutationssatz formuliert Leibniz in seiner
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allgemeinen Form (prop. VII) in N. 14 und gibt fiir ihn einen klassischen Widerspruchs-
beweis. Der speziellere Segmentsatz (prop. VIII) erscheint bereits in N.1 und geht auf
die infinitesimalmathematischen Studien von 1673 zuriick (vgl. VII, 4). Die prop. IX-XI
sind Anwendungen von prop. VII und stellen weitere Beziehungen zwischen einzelnen
Flachen der urspriinglichen und der durch die Transmutation erzeugten Kurve her.

Der Abschnitt der Anwendungen auf spezielle Kurven bzw. Kurventypen beginnt
mit zwei Sétzen zur Zykloide: Die Quadratur der Retorta der Zykloide (prop. XII) geht
auf N. 20 und 30 zuriick, die Quadratur eines speziellen Zykloidensegments (prop. XIII)
hat Leibniz auf andere Weise bereits 1673 bewiesen (VII,4 N.17). Dies gilt auch fiir
die folgende prop. XIV iiber den Sekans, die besagt, dass die Flachen unter der Kurve
den Winkeln der zugehorigen Kreissektoren proportional sind (vgl. VII,4 N.34). Die
Satzgruppe prop. XV-XXV befasst sich mit der Quadratur der einfachen analytischen
Kurven, also vor allem der hoheren Hyperbeln und Parabeln. Leibniz hebt im Scholium
nach prop. XXV hervor, dass er diese bekannten Quadraturen als Erster streng und
umfassend beweist. Ansétze fiir die Einbeziehung dieses Themas in die Abhandlung zur
Kreisquadratur finden sich schon in ITI,1 N.73, besonders hinsichtlich der Quadratur
der hoheren Parabeln, die fiir die Quadratur der Terme der Kreisreihe erforderlich ist
(prop. XXIV-XXV). Neu hinzugekommen ist hier ab N.20 vor allem die Behandlung
der Quadratur unendlich langer Figuren endlichen Flécheninhalts (prop. XX-XXIII). Im
Scholium zu prop. XXIII verteidigt Leibniz den Einsatz fiktiver unendlich kleiner und
unendlicher Groflen, den er fiir weniger fehleranfillig hélt als die Indivisiblenmethode.

Im dritten Teil befasst sich die erste Halfte der Satze mit der Anwendung der Trans-
mutation auf den Kreis. Zunéchst formuliert Leibniz die Verhéltnisgleichung zur Summe
der geometrischen Reihe (prop. XXVI), die er bereits Ende 1672 in III, 1 N. 2 verwendet.
Die prop. XXVII-XXIX befassen sich dann mit der figura segmentorum des Kreises. Um
deren Ordinate auszudriicken, verwendet Leibniz seit N.1 eine Verhaltnisgleichung. In
N. 28 variiert er diese Formel, wobei ihm ein Fehler unterlauft, den er in prop. XXVII
zunachst ibernimmt und dann korrigiert. Die prop. XXX—XLIII sind der Herleitung der
Kreisreihe, dem Vergleich mit anderen unendlichen Reihen, z. B. fiir die Hyperbel, ge-
widmet und gipfeln in der Formel fiir die allgemeine Kegelschnittreihe (prop. XLIII), die
auf N. 31 zuriickgeht. Leibniz teilt sie Oldenburg in seinem Brief vom 27. August 1676
mit (III,1 N. 895 S.575). In prop. XXXIV bezeichnet Leibniz die Kreisreihe als Differenz
zweier harmonischer Reihen. Im modernen Sprachgebrauch ist dies nicht zulassig, da die
beiden harmonischen Reihen divergieren. Nach der Auffassung von Leibniz sind jedoch

selbst konvergente unendliche Reihen nie als Ganzes gegeben, und ihre Summen stellen
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lediglich Grenzwerte der Folgen von Partialsummen dar, die beliebig genau angenahert
werden kénnen (VI3 N.69 S.503). Die Differenz der unendlichen harmonischen Reihen
in prop. XXXIV kann daher als Grenzwert der Folge der Differenzen der endlichen Par-
tialreihen aufgefasst werden. Einige Resultate gehoren zu den frithesten Ergebnissen von
Leibniz: Sie finden sich in den prop. XXXVI u. prop. XXXIX-XLI (vgl. VII,3 N.2 u. 15),
darunter die Summierung der reziproken figurierten Zahlen durch das Differenzenschema
der harmonischen Reihe, das Leibniz als harmonisches Dreieck bezeichnet (vgl. VII, 3
N. 30 u. 53).

Die zweite Halfte des dritten Teils beginnt mit den prop. XLIV-XLVII zu Hyperbel-
quadratur und Logarithmusberechnung durch Reihenentwicklung, deren Inhalt Leibniz
hauptsachlich in N. 32, 34 u. 35 erarbeitet. In prop. XLV beweist er die Unendlichkeit der
Hyperbelflache und die Divergenz der harmonischen Reihe aufgrund der Unbeschrankt-
heit des Logarithmus. Die mehrfach umgearbeitete prop. XLVIII gibt Reihenentwicklun-
gen einiger trigonometrischer Groflen aus dem Bogen und beruht im Wesentlichen auf
Newtons Reihenentwicklung fiir den Sinus, die Leibniz bekannt ist (vgl. N. 17, 47). In
N. 32, dat. Juli 1676, erkennt Leibniz, dass er auf &hnliche Weise wie beim Logarithmus
eine unendliche Reihe fiir den Sinus aus dem Bogen gewinnen kann, seine verschiede-
nen Ansatze fiihren aber zu keinem konkreten Ergebnis. Im Anschluss daran gewinnt
er aus der Sinusformel von Newton die Formel fiir den Sinus versus durch Integration
der Reihenterme, die folgenden Uberlegungen werden durch einen Integrationsfehler be-
eintriachtigt. Mit Oldenburgs Sendung vom 5. August 1676 erhélt Leibniz am 24. August
1676 auch Newtons Formel fiir den Sinus versus (III,1 N.885 S.542). Im auf denselben
Tag datierten Entwurf des Antwortbriefes an Oldenburg schreibt Leibniz mit Bezug auf
die rekursive Formel n — summa n aequ. [ fiir den Logarithmus: ,,Simili methodo sinus
complementi vel recti inventio ex dato arcu demonstrabitur, tantum in locum summarum
substituendo summas summarum® (III, 1 N.89; S.566f.). Er kennt zu diesem Zeitpunkt
also die korrekte Rekursionsformel. In der Abfertigung vom 27. August heifit es: ,Quod
regressum ex arcubus attinet, incideram ego directe in regulam, quae ex dato arcu sinum
complementi exhibet* (III,1 N.89, S.577). Letztere Aussage ldsst sich mit den iiber-
lieferten Manuskripten nicht belegen: In diesen (N.32, 35) geht Leibniz immer von der
Sinusformel aus und leitet erst danach die Formel fiir den Kosinus (Sinus complementi)
bzw. Sinus versus ab. Auch prop. XLVIII formuliert er zunachst ebenfalls mit der For-
mel fiir den Sinus, in einer Uberarbeitung fiir den Sinus complementi und dann erst fiir
den Sinus versus, was er in der Endfassung beibehélt. Allerdings weist Leibniz bereits

in der ersten Fassung auf seine Rekursionsmethode hin und merkt an, dass die Formel
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fiir den Sinus complementi auch unabhéngig von der Sinusformel bewiesen werden kann.
Zusammen mit prop. XLIX, die das Konvergenzkriterium fiir alternierende Nullfolgen
enthélt, bilden die genannten Satze die Grundlage fiir die praktische Anwendung der
arithmetischen Kreis- und Hyperbelquadratur in prop. L: Im ersten von drei Abschnit-
ten fiihrt Leibniz vor, wie fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit gegebenen Seiten mittels
einiger Terme der Kreisreihe naherungsweise die Winkel bestimmt werden konnen. Der
zweite Abschnitt befasst sich mit der umgekehrten Aufgabe, aus dem gegebenen Bogen
bzw. Winkel und einer Seite des Dreiecks die restlichen Seiten zu bestimmen, wofiir For-
meln aus den Reihen von prop. XLVIII verwendet werden. Fiir Leibniz ist von Bedeutung,
dass die Regeln so einfach gehalten sind, dass sie leicht im Gedéachtnis behalten werden
konnen und so erlauben, die Berechnungen jederzeit und {iiberall auch ohne Riickgriff
auf trigonometrische Tafeln durchzufiihren. Der letzte Abschnitt ist den Logarithmen
gewidmet, deren Reihenentwicklung Leibniz nicht nur fiir zahlenméaflige Berechnungen,
sondern auch fiir eine geometrische Naherungskonstruktion verwendet. Die abschlieende
prop. LI unternimmt den Versuch, zu beweisen, dass eine allgemeine Kreisquadratur mit
einer endlichen algebraischen Formel nicht moglich ist. Vorstufen hat Leibniz in N. 19 u.
28 erarbeitet: Sie beruhen alle auf dem Satz, dass die allgemeine Winkelteilung durch
eine solche Formel nicht geleistet werden kann. Leibniz nimmt irrtiimlich an, dass dies
bewiesen ist.

(2) Andere Themen

Die Rolle der Grundlegung der Quadraturmethode mit Infinitesimalen, der Quadratur
verschiedener Kurven und der Summierung unendlicher Reihen im Rahmen der Ab-
handlung zur Kreisquadratur wurde bereits skizziert. Dariiber hinaus finden sich in den
Texten des Bandes weitere Uberlegungen zu diesen Themen: Die Idee, aus iterierten
Summierungen bzw. Integrationen von unendlichen Reihen Rekursionsformeln zu gewin-
nen, erscheint in einem spéateren Zusatz zu N.1 und wird von Leibniz in N. 32 auf die
Logarithmus- und die Sinusreihe angewandt. Wiederholt untersucht er, welche Quadra-
turen auf die Kreis- bzw. Hyperbelquadratur zuriickgefiihrt werden kénnen (N. 6, 8, 23).
Einzelprobleme spielen eine geringe Rolle: Einen Spezialfall des Keplerschen Problems
untersucht Leibniz in N. 45, das Perraultsche Problem tritt in einer Figur in N. 21 auf.
Wie die Entwiirfe fiir die Einleitung (N. 19, 3941, 49), die verschiedenen Fassungen
der Abhandlung und einige andere Texte zeigen, ist fiir Leibniz die historische und sys-
tematische Einordnung seiner Studien zur Kreisquadratur von grofler Bedeutung. Dabei
arbeitet er die Themen weiter aus, die er in seiner Studie Fines geometriae vom Som-
mer 1673 (VII, 4 N.36) kurz angerissen hat. Er versucht vor allem, den praktischen und
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theoretischen Nutzen der mathematischen Forschung und seiner eigenen Resultate ge-
geniiber den skeptischen Laien unter den Gelehrten zu vertreten und speziell die neuen
Methoden der Infinitesimalmathematik gegen die Kritiker unter den Mathematikern zu
rechtfertigen. Um die Infinitesmalmethoden zu verteidigen, versucht Leibniz schon im
Sommer 1673 (VII,4 N.36), diese als Fortsetzung der archimedischen Tradition darzu-
stellen und ihnen so das Stigma einer nicht gerechtfertigten Neuerung zu nehmen. Diese
Methoden miissten in der hoheren Geometrie dort eingesetzt werden, wo die Methoden
von Viete und Descartes, welche in der apollonischen Tradition stehen, versagen (N. 7).
Die gegen Descartes gerichtete Diskussion um die in der Geometrie zulassigen Kurven
fiihrt er in N. 14, 20, 41 u. 49. Den theoretischen Nutzen sieht Leibniz in der Anwen-
dung der strengen Methodik und Denkweise der Geometrie, die er nicht nur den anderen
mathematischen Disziplinen zugesteht, sondern z. B. auch der aristotelischen Logik. Er
besteht in erster Linie in einer Vervollkommnung der Fahigkeiten des menschlichen Ver-
standes. Dies erlaubt Leibniz, die Anwendung der Geometrie nicht nur fiir die meisten
Naturwissenschaften und die Technik, sondern auch fiir Metaphysik und Staatslehre zu
propagieren. Ausfiihrlich zahlt er als Belege nicht nur die antiken Vorbilder, sondern vor
allem die neuen Errungenschaften von Copernicus, Stevin, Galilei, Kepler, Descartes,
Fermat, Torricelli, Guericke, Pascal, Boyle und vielen anderen auf. Gleichzeitig dienen
diese als Beispiele fiir den praktischen Nutzen der Anwendung der Geometrie. Die arith-
metische Kreisquadratur von Leibniz soll in der Praxis vor allem eine Trigonometrie ohne

die Verwendung von Tafelwerken ermoglichen.

Gespréichsnotizen und Aufzeichnungen fiir Leibniz (Mohr, Ozanam, Tschirnhaus)

In N. 17 berechnet Mohr eine Naherung fiir den Sinus der Winkel von 18°, 36° und 45° mit
den ersten zwei bzw. drei Termen der Sinusreihe von Newton und vergleicht die Ergeb-
nisse mit den Werten einer Sinustafel. Nach demselben Schema und fiir dieselben Winkel
ermittelt Tschirnhaus in N. 38 die Werte fiir den Kosinus (Sinus complementi) mit der
Kosinusreihe in der von Leibniz gebrauchten Formel. Mohr berechnet auf dhnliche Weise
in N. 26 verschiedene Naherungen fiir mehrere Winkel mit der Kreisreihe und schatzt ab,
welche verbesserten Werte durch Winkelteilungen erzielt werden kénnen. In den Notizen
zu einem Gespréach mit Tschirnhaus (N. 22) finden sich eine Vorstufe der fig. 9 von N. 51,
die Kreisreihe sowie geometrische und harmonische Reihen, insbesondere die fiir die Hy-
perbelquadratur wichtige alternierende harmonische Reihe. Eine weitere Gesprachsauf-
zeichnung mit Tschirnhaus (N. 36;) enthélt geometrische Figuren mit Kreisen, Zykloiden,

Hyperbeln; Betrachtungen zu Tangenten und zum Zusammenhang von Differential- und
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Integralrechnung sowie zur Kreisrektifikation. Mit Ozanam erortert Leibniz eine Vielfalt
von Themen: Die Notizen enthalten u. a. die Kreisreihe, quadratische Gleichungen und
diverse geometrische Figuren mit Betrachtungen zu Schwerpunkten, Kurvennormalen
sowie zur Optik (N.44).

Terminologie

In seinen Entwiirfen fiir die Abhandlung zur Kreisquadratur definiert Leibniz zahlreiche
Begriffe, die im Sachverzeichnis unter dem Eintrag Definition aufgefiihrt sind.

(1) Transmutation

Bei der Transmutation verwendet Leibniz als Ordinate der erzeugten Kurve eine Subtan-
gente der Ausgangskurve. Diesen Achsenabschnitt bezeichnet er als resecta bzw. rescissa,
die erzeugte Figur als figura (curva, linea) resectarum. Sie tritt als figura segmentorum
oder als figura sectorum auf, ein Spezialfall der figura sectorum ist die figura angulorum
des Kreises (N.20, 51). Die Flidche der durch die Transmutation erzeugten Kurve ist
gleich der doppelten Fliache des entsprechenden Sektors bzw. Segments der Ausgangs-
kurve: Leibniz nennt allgemein eine Kurve, deren Flache kontinuierlich den Wert der
Fldache der Ausgangskurve angibt, curva bzw. figura olyvwtog (N. 1), symmetros (N. 1,
8), aequivalens, syntomos, homogenea (N.8), aequipollens (N.20, 49, 51) oder figure
equivalente (N.7).

(2) Klassifizierung der Quadraturen

Leibniz unterscheidet zwischen allgemeinen Quadraturen (quadratura generalis, plena,
universalis) und solchen fiir Spezialfille (quadratura particularis, specialis; z. B. N. 18,
19). Beide koénnen empirisch messen oder theoretisch ermitteln (quadratura empirica
bzw. rationalis). Letztere konnen exakte oder Naherungslosungen liefern (quadratura
exacta bzw. appropinquans oder mechanica; z. B. N. 1, 19) und rechnerisch oder durch
geometrische Konstruktion durchgefiihrt sein (quadratura numerica bzw. linearis). Eine
exakte Losung kann durch einen endlichen algebraischen Ausdruck (quadratura analy-
tica) oder durch eine unendliche Folge gegeben sein. Im ersten Fall ist die Losung eine
algebraische Zahl (numerus algebraicus; N.19). Ist im zweiten Fall die Losung durch
eine unendliche Reihe rationaler Zahlen gegeben, handelt es sich um eine quadratura
arithmetica (z. B. N.4, 19, 20, 49, 51).

(3) Algebraische und transzendente Kurven
Im Herbst 1673 fithrt Leibniz die Bezeichnung figura transcendens fiir Kurven ein, die

nicht durch einen endlichen Ausdruck dargestellt werden konnen, algebraische Kurven
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nennt er aequabiles (VII, 3 N.23). Im vorliegenden Band verwendet er dafiir ebenfalls
curva bzw. figura transcendens (N.1, 20, 23, 51) und curva bzw. figura analytica (ae-
quabilis, ordinaria; N. 14, 20, 51). Eine transzendente Kurve, die durch eine unendliche
Reihe gegeben wird, nennt er figura semi-analytica (N.20). Mit figura analytica simplex
bezeichnet Leibniz jede Kurve, deren Ordinate sich durch eine beliebige konstante Potenz
der Abszisse darstellen lasst, also die Gerade und die einfachen und hoheren Hyperbeln
und Parabeln (N. 14, 20, 51).

(4) unendlich klein

Leibniz gebraucht in den Texten des vorliegenden Bandes hauptséachlich folgende Bezeich-
nungen fiir unendlich klein: In der Regel bezeichnet er eine unendlich kleine Grofle mit
infinite parva. Den Begriff indivisibilis verwendet Leibniz zum gréffiten Teil zur Bezeich-
nung der Indivisibiliengeometrie bzw. -methode, den Unterschied zwischen indivisibilis
und infinite parva diskutiert er in N. 20 u. 49. Den von ihm im Jahr 1673 aus Mercators
Artikel Some illustration of the Logarithmotechnia, 1668, ibernommenen Ausdruck infi-
nitesima verwendet er in den Abhandlungen von 1673/1674 sowie in der letzten Fassung
und in Entwiirfen fiir die Einleitung (N. 1, 4, 8, 40, 41, 51).

Zur Notation und Rechentechnik

(1) Vorzeichen:
Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen verwendet Leibniz seit dem Sommer 1673
Doppelvorzeichen (signa ambigua). Thre Bildung erfolgt iberwiegend paarweise. Offenbar
bevorzugt Leibniz bis etwa Mitte 1674 die Form =, ==; danach bis Ende 1674 ¥, %; spater
hauptséchlich T, + (N.6, 31 etc.). 1676 verwendet er auch die gebréuchlichen 4, F (z. B.

N. 31, 34, 51). Beispiele fiir Doppelvorzeichen:
2z

_y
14y
EAC n EBC + ABC n EBC + ABC. (N.31)

2 CL2

a2 " CBLBE

(N.6)

EPn

(N. 34)

Nam signum ambiguum, F, in Hyperbola est —, in Circulo et Ellipsi +, quemadmo-
dum contrarium, + in Hyperbola est 4+ in Ellipsi et Circulo —. (N.51)
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(2) Operationen:

Bei den arithmetischen Grundoperationen, vor allem mit Briichen, verzichtet Leibniz
manchmal auf die sonst von ihm gebrauchten Zeichen +, —, 7, . sowie auf ein Gleich-
heitszeichen und setzt das Ergebnis lediglich durch einen grofleren Zwischenraum von
den Operationen ab. Haufiger werden aber die Verbindungen von Zahlern und Nennern
durch Striche angezeigt, bei Addition, Subtraktion und Division dementsprechend meist
durch liegende Kreuze und zusétzliche Zeichen (N.27). Zeitgemif sind die Uberwérts-
division (N.6) und das Uberwirtswurzelziehen (N.24, 43) mit ihren charakteristischen
Streichungsschemata. Beispiele:

Uberwértsdivision (N.6):
7
pl 1
1931178
A0PPOPPF129032
pLLILLLL
EEEY

Uberwirtswurzelziehen (N. 24):

Zu Beginn seines Parisaufenthalts verwendet Leibniz fiir Gleichheit manchmal ein
f. oder f fiir facit, das er auch spiter in stilisierter Form f noch bei Nebenrechnungen
gebraucht (z.B. N.35), meist aber unser heutiges Gleichheitszeichen. Dies gilt fiir alle
datierten mathematischen Handschriften von 1673 bis Anfang 1674, ab Juni 1674 ist der
Gebrauch des Gleichheitszeichens n (stilisierter Waagebalken mit zwei gleichen Gewich-
ten) belegt. Ein wechselnder Gebrauch der beiden Symbole (von offensichtlich spateren
Zusétzen abgesehen) ist bei Handschriften Pariser Provenienz selten. Im Laufe des Jahres
1676 kommen zusétzlich aequ. bzw. aeq. (auch ohne Punkt) in Gebrauch (N. 14, 20 etc.).
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Potenzen stellt Leibniz meist mit hochgestellten Exponenten dar, daneben benutzt

er |2| u. a. Beispiele:
2 0

:undy—2
[2]aZ+ 42 L4y
CL2

2a — x,[] (N-8)

1 1
! idem est quod —. et 72 idem quod —;. (N.14)

x x?
tLe_nar &

Fiir die Darstellung von Wurzeln verwendet Leibniz ab dem Frithsommer 1673 das
Wurzelsymbol, wobei er in der Regel keinen Wurzelbalken setzt, wenn der Radikand
eindeutig bestimmt ist (z.B. N.23). Bei Potenzen und Wurzeln werden die Operatoren
den Operanden sowohl vor- wie nachgestellt.

Beispiele fiir hohere und unbestimmte Wurzeln:

/ x
)1 —— mlt der Erlauterung: v exponens radicis.

1——und\/ ) cub. del——(N23)

T

v aeq. /@ py* (

Beispiel fiir verschiedene Schreibweisen und Umrechnungen:

3 2 — 2
R R
. aequ. 8/ ——5 aequal. ?/—— aequal OJ (N.51)
A 3/]CA

Ab Ende Oktober 1675 fithrt Leibniz schrittweise die Symbole d und [ fiir Differen-
tiation und Integration ein (vgl. VII, 5), woran sich manchmal spétere Ergénzungen zu

g

frither entstandenen Texten erkennen lassen (z.B. in N. 1, 6, 8). Dennoch verwendet er
auch danach noch &ltere Bezeichnungen wie diff. (N. 32), omn. (z. B. N. 1) und sum. bzw.
summ. (N.1, 8, 28, 32, 34), teilweise auch neben den neuen Symbolen, und sehr haufig
weiterhin 3 bzw. w fiir die Differenzen der Abszissen bzw. der Ordinaten. Beispiel:

Vaz — 22 —\/a? — 22 — 226 — 2 nw n dy. (N.36;)

(3) Klammern:

Die Klammern variieren stark nach Grofle und Form. Sie werden nicht immer konse-

quent gesetzt. Aufler den heute tiblichen Zeichen verwendet Leibniz den Klammerbalken
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(vinculum) sowie ein- und zweiseitige Halbklammern (im Text durch , bzw. , und , wie-

dergegeben). Beispiele:

% "t 4a? - % —2a/a? — %“ (N.23)

2 4
Y, - 1- % + % seu yw,ln - y27

b
a-+bina+ 2b

2
Y
— = (N.27

W =

(N.28)

(4) Wiederholungszeichen und Indexbezeichnungen:
Bei mehrzeiligen Schemata bezeichnet Leibniz wiederholt auftretende Bestandteile der
Formeln (sowohl Operatoren wie Terme) durch entsprechende Punktierung bzw. durch
einfaches Freilassen. Die Punktierung gibt manchmal die Dimension des wiederholten
Elements wieder. Beispiele:

9g ™ 4a’b* Sa3b?
at —2a%0240* _ ... (N. 4)
p2 4a%b* a® — 2a*b? + A6 — 34ab?
a* — 2a2b2 +04 ...
ECT n + FAL — FEAT — CTL  Ellips. }
- ...+ s+ Hyp. (N.31)

Als Indexbezeichnung verwendet Leibniz nach dem Vorbild von Descartes gelegent-
lich vorangestellte Ziffern (z.B. N. 20). Ublich ist bei ihm auch sukzessive Klammerung.
Beispiele (N. 32):

s— @s
Y
any an=" an— = an—o—  an T

(5) Auslassungszeichen:
Nicht auftretende bzw. wegfallende Terme werden wie bei Descartes durch den Asterisk *
angezeigt (N.49). Ausgelassene Zeichen konnen durch einen Punkt gekennzeichnet sein.
Bisweilen verzichtet Leibniz auch auf Auslassungszeichen. Beispiele:

d = ==
) 13

no.zt. 28 . 22 (N.31)

=8

T
9
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3

T P 4attatn (N.31)
T

4 + 2 n 6

—

1.1.1.1 1.1 1.1.1.1.1.1  (N.35)

(6) Ungleichungen:
Leibniz verwendet die Symbole i fiir grofler und n fiir kleiner. Beispiele:

1 1
cn 355 — —. C+Eﬂ355‘

b
1
l[.abn n n
n_n?
173
n_nt o
T 1732773
n n2 n3 n4
L L L L N\ D
ni-gty o (N3

(7) Leibniz rechnet gelegentlich fortlaufend, d. h. er verwendet bei Gleichungsketten
Zwischenergebnisse ohne Neuansatz weiter. Beispiele:

4o = —— — = 2
. 16 6= 16° V%)
ah B a3h a’h3 N a’bd ally? .
a2+b2 _ CL2—|—b2 a4+b2a2 a8+b2a6 a16+b2a14 etc.
ab b’ bo b7
= _ i S - . (N.4
. - + 3 e etc. (N.4)
3475 170 vV 13
——n =2 (N2
nos 15 (N24)

(8) Leibniz schreibt in Anlehnung an Viete Gleichungen oft homogen. Das Verfahren
dient iiberwiegend zur Rechenkontrolle, ohne dass es immer konsequent durchgefiihrt

wird. Wechsel zwischen homogener und inhomogener Schreibweise kommen manchmal
vor (z.B. in N.23).
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(9) An verschiedenen Stellen verwendet Leibniz mnemotechnische Hilfsmittel, ins-
besondere Zuordnungsstriche und Punkte (z.B. in N. 1). Beispiele:

Jam sector est Fulcrum 4 Segm.

/\ [ TT—
a’b

—_— + semirectang. — serie
a’ + b?

/\
/\ b3 B b7 o
o — = tzF— = etc

3a¢ Had  Tad 9a”
b3a b3 b° b7 b?

PiaZ o @ @ a
a*b+bda  a? 402
ZrE a2 ab = ab (N.4)

it 204147

— NN 4
TG

(10) Umformungen:
Rechenschritte zur Vereinfachung von Gleichungen und Termen werden von Leibniz mit-
tels mehrfacher Klammerung, Streichungen oder abgerundeter Umrahmungen angezeigt.
Davon zu unterscheiden ist die Hervorhebung giiltiger Terme, die durch kreisférmige,
ovale oder eckige Umrahmungen wiedergegeben wird. Die Reihenfolge der Rechenschritte
kennzeichnet Leibniz mitunter durch Mehrfachstreichungen oder durch beigefiigte Zahler.

Beispiele:

#(da — 22),"
- III
, | 0% ZJHMHHB

@ 2a —x 2a —x
AEA + ALE (n ADEA) n ALEA |+ ALA|(+ADL)
/ 4 /
/\

ADL (N. 30)

4 a6

.@r2—|—y ’@1 2.1 234@1,2,34566“' (N. 45)

4
+
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(11) Besondere Zeichen:
Es finden verschiedene Darstellungen fiir Zehnerpotenzen Anwendung. Mohr schreibt fir

100000 in N.26: 1(). Leibniz verwendet ebenso eingekreiste Exponenten:
11437 w

120000 " 12 @
Zudem benutzt er fiir Zehnerpotenzen auch die Null mit hochgestelltem Exponenten:
8640°w — 360" w? + w3

6,1728, (12)

Leibniz verwendet in N.42 das Komma sowohl zur Abtrennung von Dezimalstel-
391, 6,6, 6, 6,00,00,000
7,3,3,3,3,3

11437 n w. et

N. 48)

(N. 48)

len als auch als Multiplikationssymbol; er schreibt r n fir r =
391-6-6-6-6-100.00.000
7-3-3-3-3-3

Zur Kennzeichnung von Kiirzungen in Briichen benutzt Leibniz bisweilen spezielle

Symbole:

2

144 721 8 ‘ 1

bl B A (R N

1296j 648 | 72 9( 33)
9

360 & 40,8 .

45 I” 5 |7 (N-35)

Zu den im Band auftretenden mathematischen Zeichen vgl. auch S. 731.

Siegmund Probst Uwe Mayer



ZUR TEXTGESTALTUNG

In der Textgestaltung werden die Grundséatze befolgt, die in den Vorworten zum fiinften Band der Reihe I
und zum sechsten Band der Reihe VI entwickelt wurden. Insbesondere gilt:

1. Jedes unbetitelte Stiick erhilt eine Uberschrift in der Sprache des Stiickes.

2. Die Grof3- und Kleinschreibung lateinischer Texte wird normalisiert. Ebenso werden ¢ und j sowie
u und v vereinheitlicht. Vollstdndige S&tze werden mit einem Punkt abgeschlossen. Jeder Satzanfang
wird grof3 geschrieben. Akzente fallen weg. Bei franzosischen Texten wird das Schriftbild beibehalten,
jedoch werden Akzente dort ergéanzt, wo Missverstandnisse entstehen kénnen.

3. Die Leibnizsche mathematische Notation wird grundsétzlich beibehalten. Bei schwankender Be-
zeichnung von Strecken und Gréflen wird nach dem Mehrheitsprinzip vereinheitlicht. Aufgrund des
Konzeptcharakters der meisten Stiicke treten haufig Flichtigkeiten auf. So fehlen gelegentlich Wur-
zelbalken, Klammern, Multiplikationszeichen, besonders oft aber Pluszeichen. In solchen Féllen wird
nach sonstigem Leibnizschen Gebrauch stillschweigend ergénzt (bei starkeren Eingriffen mit Dokumen-
tation im Apparat). Leibniz neigt dazu, in seinen Konzepten auch einfachste numerische Rechnungen wie
11 x 11,18 x 3 schriftlich auszufiihren. Solche Nebenrechnungen werden nicht abgedruckt. Rechenfehler
werden grundsatzlich im Apparat angezeigt. Ausnahme: Verschreibungen im Rechengang; diese werden
stillschweigend verbessert.

4. Die Leibnizsche Interpunktion wird bewahrt. Hinzugefiigte Zeichen werden — abgesehen von den
in Punkt 2 und 3 genannten Fallen — in eckige Klammern gesetzt. Es ist anzumerken, dass bei Leibniz
ein Komma oder auch ein Semikolon oft die Funktion hat, eine langere Phrase vor der Verbindung mit
dem zugehorigen Pradikat zusammenzufassen.

5. Die Leibnizschen Zeichnungen werden moglichst genau nach der Vorlage und mathematisch
korrekt wiedergegeben. Linien in Blindtechnik, die also nur im Papier eingedriickt oder eingeritzt sind,
werden im Druck gekennzeichnet.

Weitere Einzelheiten zur Textgestaltung siehe unter SIGLEN, ABKURZUNGEN, ZEICHEN.

ZUR VARIANTENGESTALTUNG

Auch die Variantengestaltung erfolgt gemafl den Regeln der Ausgabe. Die Variante ist durch Zeilenangabe
sowie vorderen und hinteren Anschluss eindeutig mit dem Haupttext verkniipft. Einer dieser Anschliisse
kann insbesondere bei Rechentexten fehlen. Streichungen werden zwischen senkrechte Striche gesetzt,
Erganzungen durch blole Angabe des hinzugefiigten Textes dargestellt. Bei Korrekturen kennzeichnen
vorgesetzte Ziffern (1), (2), (3) ... und Buchstaben (a), (b), (¢) ... (aa), (bb), (cc) ... die Stufen der
Gedankenentwicklung. Kleinere Streichungen bzw. Ergdnzungen innerhalb der einzelnen Stufen werden
zwischen senkrechte Striche gesetzt. Jede nachfolgende Stufe hebt die vorhergehende auf. Nachgestellte
Siglen (in diesem Band meist L) bezeichnen den Textzeugen, welchem die Variante entnommen ist.

In den Varianten werden Wortlaut und Zeichensetzung grundséatzlich nicht berichtigt, auch nicht bei
offensichtlichen Fehlern. Abbrechende Wérter werden nicht vervollstéandigt. In der letzten Korrekturstufe
werden aus dem Text iibernommene Abschnitte durch Piinktchen abgekiirzt wiedergegeben.
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1. DISSERTATIO DE ARITHMETICO CIRCULI TETRAGONISMO
[Herbst 1673 und Juli (?) 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl. 87-88, 91-92, 240-241. 3 Bog. 2°. 9 S. Haupttext
auf Bl. 87-88, 240241 und 91 r°, spaterer Zusatz auf Bl. 91 v°-92r°. Bogenmarkierungen.
Auf Bl. 87-88 sowie 240-241 Textverluste durch Papierschdden an den Randern und im
Falz.

Cc 2, Nr. 563, 1233 A tlw.

Datierungsgriinde: Das Stiick stellt einen zweiten Ansatz zur in VII, 4 N.42; (LH 35 IT 1 Bl 89-90)
unternommenen Kreisquadratur dar. Dabei hat Leibniz die Markierung von VII, 4 N.42; als Bogen (1)
(urspriinglich durch VII, 4 N. 42, fortgesetzt) auf den vorliegenden 3 Bogen fortgefiihrt (Bogenmarkie-
rung (3) auf Bl.240-241 im Falz ausgerissen, Zusammenhang aber durch Kustoden gesichert), mit der
Nummerierung von Figuren und Theoremen jedoch neu eingesetzt. N. 1 diirfte kurz nach dem vom Hrsg.
auf Herbst 1673 datierten VII, 4 N. 42 entstanden sein; es ist auf dem gleichen fiir November 1673 beleg-
ten Papier notiert. Das vom Hrsg. ebenfalls auf Herbst 1673 datierte VII, 4 N. 45 ist eine eigenstandige
Fortsetzung des vorliegenden Stiicks. Der spéatere Zusatz auf Bl. 91 v°—92 r° hingegen behandelt ein Theo-
rem, auf das Leibniz in der auf Juli 1676 datierten Aufzeichnung N.32 Bezug nimmt, und diirfte etwa
zur selben Zeit entstanden sein.

Lemm a.

,Si per Trianguli tres angulos, A. B. C'. totidem transeant rectae parallelae, intermi-
yhatae, et latus aliquod C'B (vel C A) producatur, si opus est, donec Anguli oppositi
»A (vel B) parallelae occurrat in D (vel E): Rectangulum sub AD (vel BE) intervallo

20-4,15 Deleantur quae in parenthesi et fiat pro illis alia figura iisdem literis quae

extra parenthesin.

10

15

20



10

15

4 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

»Anguli supra-dicti, punctique occursus; et BF' (AG) intervallo parallelarum duorum
,reliquorum Angulorum; aequatur Triangulo duplicato.

Ex Angulo opposito A (vel B) ducatur perpendicularis AH (vel BI) in latus as-
sumtum CB, et si opus est productum in D (vel C'A productum in I'). Manifestum est
duo haberi Triangula rectangula similia AHD (vel BIE) et BFC (vel AGC') quorum
illud intervallo anguli oppositi a puncto occursus velut hypotenusa, perpendiculari au-
tem ex angulo opposito in latus assumtum, velut altero latere comprehenditur; hoc vero
latere assumto velut hypotenusa, intervallo parallelarum duorum angulorum quos latus
assumtum cum aliis Trianguli lateribus facit, velut altero latere, continetur. Similia au-
tem esse haec Triangula manifestum esse ajo, nam angulus ADH (vel BEI) angulo BC'F
(vel ACG) aequalis est, quoniam uterque acutus est, cum sit in Triangulo rectangulo,
et efficitur per eandem rectam CBD (vel CEA) ad duas parallelas AD, CF. (vel BE,
CG). Ergo AD : BC :: AH : BF (vel BE : AC :: BI : AG) ac proinde Rectangulum
AD ~ BF = Rectangulo BC ~ AH (vel BE = AG = AC "~ BI) id est Triangulo ABC
duplicato.

S ¢ h o 1. Obiter hoc loco annoto, fieri non posse, ut ex tribus illis parallelis plusquam
una Triangulum secet.

17f. Schol. ... secet. erg. L
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Theorema 1

,»Si ex sumto in linea curva AC'BL puncto A, ducatur recta interminata AD versus
,convexum curvae latus; et ex omnibus curvae punctis sequentibus B. ductae tangen-
,tes BD ei rectae occurrant, partes hujus rectae occursu tangentium Resectae,
»inde ab initio sive a primo puncto sumtae, quas compendii causa, Resectas
yimposterum appellabimus AD. alii cuidam, rectae ad priorem normali intra figurae
,concavitatem ductae, AFE, velut Axi ordine ad perpendiculum applicatae intelli-
ygantur, Fd; ea lege ut Ed productae si opus sit in punctum curvae respondens B,
»(a cujus tangente resectae sunt,) sive in sinus ex curva in axem perpendiculariter
wactos E'B, incidant: his ita positis area figurae novae ex Resectis conflatae AEJovA
yaequabitur duplo segmento, recta primum postremumgque assumtorum curvae punc-

ytorum jungente, curvaeque intercepta portione comprehenso ACBLA.

A DI DP D D D

fig. 2.

5 Uber Resectas: Rescissas

10
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6 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

Intelligantur infinita curvae puncta B. v.g. C. F. sive aequaliter sive inaequaliter
a se distantia, modo intervallum BB; v.g. C'F. sit infinite parvum nam ita etiam si-
nuum EB v.g. GC. HF intervallum EFFE. v.g. GH erit infinite parvum, ac proinde
recta BB v.g. F'C' duo proxima curvae puncta jungens, producta, nempe BBD, v.g.
FC1. erit tangens curvae. Jam ductis omnibus BB, jungantur omnes AB v.g. AC. AF,
fient totidem Triangula infinita ABB. etc. v.g. ACF. AF(Q et per uniuscujusque tres
apices sive angulos totidem, tres inquam, transibunt rectae parallelae; AD per apicem
A, EB una per unum, altera per alterum punctum B, v.g. GC per C, HF per F. Ergo
per Lemma praecedens AD, v.g. Al, ducta in EF respondentem, v.g. GH,
sive rectangulum FEd, v.g. Gu. aequatur Triangulo ABB, v.g. ACF. duplicato. Ergo
summa omnium Triangulorum ABB duplicata, id est positis intervallis punctorum B.
B. proximorum v.g. C. F. infinite parvis, segmentum ipsum ACFBLA duplicatum;
aequabitur summae omnium rectangulorum Eé. v.g. Gu id est (— — —) figurae novae
ex Resectis infinitis £6 = AD, v.g. Hu = Al ordinatim ita scilicet ut punctis B. curvae
e regione respondeant, sive si producantur, incidant; axi AE ad perpendiculum applicatis
conflat(ae) (AEO)vA. Quod er(at demonstrandum.)

Theorema 11

,2lisdem positis si curva proposita ABL fig. 3 sit arcus circuli, et Resecta ex puncto
,primo assumto A. ducta AD. circulum tangat, erit Resecta AD. ad radium ut sinus
,versus sive Abscissa AFE. ad sinum rectum sive Applicatam Circuli, £ B.

In BD. productam agatur perpendicularis AO. Cum Angulus ODA sit aequa-
lis angulo DBE, erit supplementum illius ad rectum, nempe Ang. OAD. = supple-
mento hujus ad rectum, nempe Angulo EBM. ideoque ob Triangula similia AOD, et
BEM, erit AO : EB :: AD : MB. Jam AO = AFE. Nam AO = BN quia AN
sinus rectus perpendicularis ad M B radium, ergo parallelus ad OB tangentem. Jam
AN = EB, ideoque BN = AFE. ob circuli uniformitatem, ut patet. Ergo AO = AFE. ac
proinde repetita priori aequatione, sed substituto AE, in locum AO, erit AF : EB ::
AD : MB.

13 est | (— — —) im Falz erg. | figurae L
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Q
AX %D P (P) (D)
‘ B
N
(0)
Y L
(E) (B)
fig. 3.

S chol. Obiter annoto; ob circulum, AD resectam esse aequalem ipsi BD. et esse
Tangentem Canonicum arcus dati AB, dimidiati sive semilatus polygoni sec-
tori circumscripti, quia Secans Canonicus MD arcus dimidiati arcum AB. bi-

secat.

Theorema III

,In Circulo si Resectae ex Tangente, v. g. Al. et AP. sint ut numerus ad numerum ra-

7 Dariber: (supra fig. 2)

6f. Theorema (1) IV. (2) I11 (a) lisdem positis (aa) Resecta (bb) in eadem fig. 3 Resecta
Circuli, AD, (—) AN aeqvatur applicatae (—) (b) Si Resecta ad Resectam, v.g. Al. ad IP. sit (¢) |In
Circulo erg. | Si... et |IP. andert Hrsg.| sint ut numerus (aa) ad numerum, etiam (bb) rationalis scilicet

ad numerum |scilicet nicht gestr.| (cc) ad L

1 fig. 3: Die im Text nicht benutzten Punktbezeichnungen und Linien sind vermutlich nachtraglich
im Zusammenhang mit N.4 erganzt. Fig. 3 diirfte Vorlage fur die dort fehlende fig. 2 (s. N.4 S.56 Z.2)
gewesen sein.
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,tionalis scilicet ad rationalem, etiam segmentum segmento, v.g. ACF A ipsi ACQA,
,commensurabilis erit.

lisdem positis, in fig. 2 Curvam ACFBL esse circularem, et Resectam AD
esse tangentem, sive Axem AF esse diametri portionem, si recta AD interminata in
qua Resectae sumantur, in partes aequales numero infinitas magnitudine infinite
parvas, DD. v.g. AI. IP divis(a) per quas Resectae uniformiter, sive arithmetica pro-
gressione crescant, ut scilicet esse possint commensurabiles, sive ut numeri habentes
unitatem, quanquam infinite parvam, quae omnes metitur, et ex quolibet divisionis
puncto D tangens DB, v.g. IC. PF ad arcum circuli ducta, intelligatur: Elementa seg-
mentorum circuli habebimus resoluta in progressionem quae infinita serie numero -
rum rationalium exprimi, aut finita mechanice quanquam summa cum exacti-
tudine et facilitate adumbrari potest, sive Triangula ABB, per quae Segmenta Circuli
ad applicatarum instar continue crescunt, quemadmodum denique etiam ipsa Segmenta
ACBBA ex iis conflata, imo et portiones circulares a sinubus rectis abscissae ACBEA,
crescent ut numeri. Sed ut hoc obtineamus, ante omnia demonstrandum est Lemma

sequens:

Lemma II

Si ea sit natura (fig. 4) figurae AT§SA, ut perpetuo quoties duae Abscissae
AA, v.g. AYT. AIl sunt ut numerus ad numerum, etiam Applicatae AGJ,
v.g. Yu. II7 sint ut numerus ad numerum rationalis scilicet ad rationalem; vel con-
tra: tunc Portiones quoque a figura abscissae, sive spatia, lineis abscissa,
applicata, et curva, comprehensa; AAJA, v.g. ATuA, AllTrA erunt commensura-
bilia.

1f. ACQA, |imo et ipsa portio Circularis sinu recto abscissa v.g. ACFHA, alteri, v. g. ACFQRA
erg. u. gestr.| commensurabilis L 7f. ut ... metitur. erg. L 11 exprimi (1) potest, sive (—)
Triangulum |qgvodlibet erg.| ABB. ad aliud Triangulum, (a) aut (b) v.g. ACF, (¢) qvodcunqve v.g.
(2), aut L

2 commensurabilis: Die Aussage ist nur fiir infinitesimale I P korrekt, wird aber im Ubergang zu
endlichen Groflen wegen S. 10 Z. 7-9 falsch. Dies beeintrachtigt die weitere Diskussion bis S. 14 Z. 11.
22 f. commensurabilia: vgl. die Erl. zu Z. 2.
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B
E
A
M I Y D I P = 0
A A A A A A D D D D D
O 1 T T .- R S
U-
) G| FE
A T
16 H|E B
M E
) B
. w
ol
) o v 0l Y E B:L
fig. 4.

Positis enim abscissis AA numero infinitis, intervallisque duorum A proximorum,
AA, v.g. AT, TII infinite parvis, patet spatium abscissum AAJA, v.g. AllmruA aequari
summae rectanguloru(m) ex applicatis in differentias abscissarum ductis, AA qualia sunt
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v.g. ATu, YIIr. Posito jam Abscissas omnes crescere ut numeros, v. g. Arithmetica pro-
gressione; ac proinde differentias quoque earum, quae posita Abscissarum progressione
Arithmetica, sunt inter se aequales. Et sane si crescant Abscissae, vel earum differentiae
ut numeri statim fieri potest unica subdivisione, ut crescant arithmetica progressione.
His inquam positis ideo ex Hypothesi, ob natura{m) figurae; etiam Applicatae omnes
continue crescent ut Numeri quare et Rectangula ex Applicatis et differentiis abscissa-
rum quare denique et Rectangulorum summae, id est spatia abscis(sa.) Impossibile est
enim ex additione, multiplicatione commensurabilium cum commensurabilibus, etiamsi
infinities repetita fieri aliud quam commensurabile. Semper enim unitas constructionis,
quanquam infinite parva infinitiesque repetita, productum metietur. Unde sequitur
posse assignari aliam quandam unitatem, finite parvam, communem earum quantitatum
quae ex unitatis cujusdam com(munis) quanquam infinite parvae, infinita repetitione
ortae sunt (—) finities repetendam, et quantitates fore, ut repetitionu(m — —)finite
parv(ae) unamquamque earum quantitatum (—)

Consequentiam autem istam ita ostendo: cum enim duae Quantitates propositae,
ex Hypothesi, infinita repetitione unitatis cujusdam communis infinite parvae gignantur,
numeri repetitionum, quanquam infiniti, erunt inter se commensurabiles. Quod si jam
duo Numeri infiniti homogenei, per alium infinitum, homogeneum dividantur, producen-
tur duo numeri finiti. Homogeneos voco qui sunt ejusdem dimensionis, seu qui sunt
inter se ut Ratio ad Rationem seu punctum ad punctum, vel ut Linea ad Lineam, vel
ut superficies ad superficiem, scilicet finita ad finitam, quae omnia eodem recidunt, nam
et linea finita ad lineam finitam, est ut ratio ad rationem id est ut Numerus, sive ille
sit surdus sive rationalis, ad numerum. Deinde: duo Numeri commensurabiles per alium
quendam commensurabilem divisi, producunt duos alios commensurabiles. Ideoque etiam
Numeri Repetitionum supradicti, quanquam infiniti, attamen inter se commensurabiles,
divisi per alium quendam Numerum infinitum commensurabilem, producent duos nume-

ros finitos commensurabiles seu rationales; ac proinde etiam ante divisionem; erunt inter

3-5 Et ... crescant | Abscissae vel (1) diff (2) earum differentiae erg.| ut ... crescant (a) per
unitates (b) arithmetica ... positis erg. L

7-9 Impossibile ... commensurabile: Die Behauptung ist nicht richtig; vgl. Erl. zu S.8 Z. 2.
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se ut illi duo numeri rationales. Nam duae quantitates sunt inter se, ante divisionem, ut
producti ex applicatione divisoris communis. Ita exempli causa si duae Lineae commen-
surabiles a. b. (id est duo Numeri punctorum infiniti homogenei, commensurabiles,) alia
linea commensurabili, ¢ (id est alio Numero infinito homogeneo commensurabili), divisae

o : ab : : :
intelligantur, constat utique producta, — — esse numeros commensurabiles, sive rationem
cc

a . . . . .
earum 7 esse numerum sive integrum sive fractum rationalem. Idemque est, si pro linea

spatium intelligatur.

Schol Hujus Lemmatis ut appareat universalitas, ususque amplissimus, notan-
dum est quotiescunque curvae propositae aequatio, Cartesii methodo sane praeclara, per
relationem y. ad x. sive abscissarum ad applicatas vel contra, interveniente tantum una
alterave quadam recta constante, a. sive Parametro; expressa est, et vero fieri potest,
per naturam aequationis, ut altera v.g. x. sola puraque id est ab omni potestate alte-
riusve aut sui ipsius ductu libera; ab uno aequationis latere constitui possit; ab altero
vero aequationis latere ipsa x. non reperiatur; et quicquid ibi reperitur, nulla surditate
affectum sit; brevius: quoties valor alterutrius indeterminatarum, v. g. x. pure et absolute
sine asymmetria exhiberi potest. Tunc posita x. velut applicata, y. velut abscissa, semper
dici poterit; si abscissae sint ut numerus ad numerum rationalis scilicet ad rationalem,
etiam applicatas, imo et portiones a figura per applicatam abscissas, abscissa, applicata
et curva contentas, fore commensurabiles. Exempli causa, si curva AdS sit parabolica,
cujus Axis AW. aequatio figurae est ax — y? = 0. positis AE, vel Ad, z, et AA vel EJ,
y. Quod si jam semiparabolae A§SW A abscissae sumantur x = AFE applicatae y = EJ
positis licet omnibus abscissis AF, arithmetica progressione, seu instar numerorum na-

turalium deinceps ab unitate crescentibus, applicatae non erunt commensurabiles, erit

1-7  Am Rand: Imo cum semper figura complemento suo sit commensurabilis, erit
etiam segmentum quadrantis quadrato Radii commensurabile et ideo Circumferentia erit

Diametro commensurabilis.

24-26 Imo ... commensurabilis: Die Voraussetzung und die daraus abgeleitete Aussage sind nicht
korrekt.

10
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20
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enim y = /ax. At si in Trilineo parabolico concavo AT'S§ A, abscissae AA = y intelligan-
tur esse basi, applicatae vero Ad = x axi semiparabolae parallelae, ac proinde Abscissae
Trilinei applicatis semiparabolae, et contra, aequales; positis jam AA = y. commensura-

bilibus arithmetica progressione crescentibus, seu AA, v.g. AY et TII aequalibus, etiam
2

applicatae Ad = x. erunt commensurabiles quoniam x = L Idemque est in paraboloei-
a

2x =43
23,

Ducemur autem hoc Parabolae ac paraboloeidum simplicium exemplo, fieri posse, ut etsi

dibus simplicibus, ut voco, in infinitum, v.g. in Cubica Simplice aequationis a
aliud est in Compositis, v. g. in Cubica Quadratiformi, ut vocare soleo, in qua ax

una indeterminatarum, y posita arithmetice crescente, altera x crescat commensurabi-
liter, non tamen idem inverso modo ab y semper expectandum esse, etsi x arithmetice
crescente.

In Hyperbola autem, et Hyperboloeidibus simplicibus in infinitum, si 4649, v. g. ddmwu
sit curva, T'A et T'S, dobuntwrtot, spatiumque sit Quinquelineum v. g. TZ7uYIIT. Nihil
refert, applicatae an abscissae in 7Y an YTu, assumantur, utraque enim indeterminatarum

x vel y. absolute sine asymmetria explicari potest. Posito enim T'II vel TY esse x. et Tu
2 2
a a
vel Il esse y cum aequatio Hyperbolae sit a®? = zy. erit y = —, et = —. Idemque est
x

in Hyperboloeidibus simplicibus secus in compositis. Caeterum cum ex inventis profun-
dissimi Geometrae P. Gregorii a S. Vincentio, P. Sarrasa Analogiam Logarithmorum ad
spatia Hyperbolica ingeniose admodum deduxerit, hinc sequitur, si termini rationum sint

commensurabiles etiam Logarithmos eorum, quanquam eos geometrice hactenus nemo

7-12 ax? = y3. | (1) Qvibus ¢ (2) Ducemur ... etsi (a) absciss (b) una ... arithmetice (aa) propor-
tionalit (bb) crescente ... crescente. erg. | In L 13 Godurntwrol, (1) spatiumqve sit v. g. Yurll duabus
asymptoti unius TS. parallelis IT7, Tv, portioneqve Asymptoti alterius IIT et curva wuv comprehensum,
nihil refert qvamnam comprehendentium altitudinemne Ilw, an basin |IIT nicht gestr.| (a) appellas,
X. an y. utraqve enim (b) abscissae applicataeve loco assumas, cum utraqve (2) spatiumqve L
19 ingeniose admodum erg. L

17 inventis: G. de SAINT-VINCENT, Opus geometricum, 1647, lib. VI. 19 deduxerit: A. A. de SA-
RASA, Solutio, 1649, insbes. S. 7f. 19 sequitur: Die Folgerung ist nicht korrekt; vgl. Erl. zu S. 8 Z. 2.
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construxerit neque numeris sive rationalibus sive surdis exacte exhibuerit, inter se fore

ut numeros rationales.

Continuatio Demonstrationis Theorematis III

Lemmate ergo praecedente demonstrato, ad Theorematis ipsius III* demonstratio-
nem, nihil aliud desideratur, quam ut ostendamus, si in fig. 4. curva ACFBBL sit arcus
circuli, AD tangens in A, et AFE axis, diametri portio; tunc Curvae Resectarum termi-
natricis, AumdS, relationem ad omnia puncta Lineae Rectae AT, vel quod eodem redit,
parallelae ejus SW, aut perpendicularium AW, T'S. ejusmodi aequatione exprimi posse,
quae patiatur ut sumtis in Trilineo AT'SémuvA[) TS velut basi, AT velut altitudine et
AA = AD = FE§, resectis Circuli, velut abscissis (y), (AE =)AJ = A(G) sinubus
ve(rsis ad) Resectas respondentibus; velut applicatis ((z)) hujus Figurae
Resectar{(um) A00EA ad Rectangulum A¢§. complementi A66AA ut inquam, his
factis valor ipsius x absolute ac pure sine asymmetria enuntietur; vel quod idem est, ut
magis Geometrice ac minus Algebraice loquamur, nihil aliud requiritur quam ut osten-
damus positis abscissis, AA v.g. AT et AIl ut commensurabilibus, etiam applicatas AJ,
v.g. Tu et Il fore commensurabiles. Hoc enim ostenso sequetur per Lemma 2. etiam por-
tiones complementi Figurae Resectarum abscissas, AJAA, v.g. AUT A et AwIlA fore com-
mensurabiles. Cumque etiam rectangula Aé v.g. Au, Am quippe ex commensurabilibus
facta, sint commensurabilia, ipsae portiones figurae Resectarum, quippe differentiae inter
commensurabilia, complementa nimirum et Rectangula erunt commensurabiles, quare,
et Segmenta ACA, ACF A, etc., quorum dupla portionibus figurae resectarum aequalia
sunt commensurabilia erunt.

Aequationem autem quae ipsius x valorem pure atque absolute exprimat, haberi
posse, sic ostendo: Demonstratum est Theoremate 2. resectam circuli esse ad ra-
dium, ut sinus versus est ad sinum rectum. Posito ergo Resectam circuli AD = AA sive
abscissam complementi figurae Resectarum esse = y, Radium circuli esse a. sinum versum
AE esse z. erit ex natura circuli sinus rectus EB = v/2azx — 22, et sequetur ex theor.

1 neqve ... exhibuerit erg. L 6 portio; (1) resectaeqve (a) sint ut numeri (b) AD (aa) vel (bb)
= E§ (aaa) sint ut (bbd) v.g. (aaaa) Al ad A (bbbb) Al = Hu ad AP = R, ut numerus ad numerum
(2) figura Resectarum (8)tunc L

10
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$2CL2 .’13@2 2

unde y? = 5 = . Ergo 2ay? — 2y? = za?,
2ax — x 20 —

ra

V2ax — x?

vel transponendo 2ay? = za® + zy%. Ac denique

2. aequatio haec: y =

2ay>

—— — .
a2+y2

Scholion. Ex his apparet, posita constructione nostra, sive Resectis Circuli com-
mensurabilibus, etsi segmenta ut ACA, ACFA, non tamen et portiones Circulares a
sinubus rectis abscissas, ut AGCA, AHFCA, statim fore commensurabiles, nam posi-
tis x, sinubus versis, velut commensurabilibus sive cognitis, sinus recti quadam radice,
V2ax — 2% exprimuntur, ac proinde possunt esse, et sunt plerumque incommensurabi-
les. Ergo Triangula quoque AGC, AHF' quae ex commensurabilibus, sinubus versis AG,
AH, et cum ipsis non ideo commensurabilibus sinubus rectis, GC, HF, non ideo sunt
commensurabilia. Ergo nec portiones circulares abscissae, quae segmentis, commensura-
bilibus differunt his ipsis Triangulis.

Problema

Aream Circuli aut segmenti circularis repraesentare infinita serie numerorum Ra-

tionalium.

Cum enim Area segmenti cujuslibet, (quorum maximum est semicirculus) portioni-
bus figurae Resectarum, AJ§E A respondentibus [dimidiis|, aequalis sit(,] portiones autem
istae sint differentiae Rectangulorum A a complementis A00A A, et complementa ista
fiant ex sinubus rectis A¢ in differentias AA resectarum AA ductis; ideo compendiosioris

15f. semicirculus) (1) componatur ex infinitis Triangulis ABB, qvae duplicata Rectangulis A¢
aeqvalia (2) portionibus L

4f. non ... commensurabiles: Die Aussage ist korrekt, aber die Begriindung ist falsch; vgl. Erl.
ax 2a%y

zu S.8 Z.2. 7f. incommensurabiles: Es gilt v2az — 22 = — = m, weshalb die sinus recti
Yy a Yy

entgegen Leibniz’ Behauptung kommensurabel sind, wenn dies fiir die resectae y angenommen wird. Die
Folgerung bzgl. der Kreissegmente AGC A ist dadurch nicht korrekt; vgl. S.8 Z. 14f.
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calculi causa, posito Resectas crescere arithmetica progressione, earumque differentias in-
ter se aequales infinite parvas esse 1. exponi poterunt primum Resectae (y), deinde sinus
versi, (x). Inde jam ad areas portionum AddE A, dupliciter perveniri potest, primum
investigando differentias FFE v.g. AG. GH duarum proximarum z seu sinuum versorum
AFE,v.g. AG. AH. Hincin Tabula I Seriem 1.quaeest omniumy.et Seriem
2. quae est omnium x. Series 3 erit differentiarum inter omnes x. ductarum in y
respondentes seu dimidiorum Rectangulorum JEFE = Triangulis ABB. Quarta de-
nique series erit summarum horum Rectangulorum, seu portionum AJ§§FE A sive seg-
mentorum ABBA. Altera harum Portionum sive segmentorum areas investigandi via
haec est, Tabula II, nimirum post seriem ejus 1. omnium y, et seriem ejus
2 omnium z. quae coincidit cum serie omnium Rectangulorum AAJ, v.g. YIIw, quo-
niam rectangula haec producuntur ex ipsis x seu Ad, v.g. IIr ductis in unitatem AA,
v.g. TII, quae non numeros, sed tantum gradum dimensionis mutat. Series 3. erit
summarum horum Rectangulorum infinite parvorum sive z in unitatem: seu erit area-

rum, complementorum, AJ0AA. Series quarta erit Rectangulorum communium

2f. sinus (1) recti, (x) inde sinuum rectorum differentiae, non opus autem est rectangula | AAJ, v. g.
YTl erg.| ex sinubus rectis in Resectarum differentias separata Tabula | serie erg. | exponi, cum eae (a)
inter (b) aeqvales sint = 1. unitas autem non multiplicat; (aa) denigve (bb) inde | tertio loco erg. | poterunt
exponi Sinuum Rectorum | (aaa) seu (bbb) seu qvod idem est, si in (aaaa) recta (bbbb) unitatem ducti
cogitentur, rectangulorum AAJ erg. | summae, qvae dabunt (aaaaa) i (bbbbb) areas complementorum
ASOAA; gvarta Tabula erit sinuum rectorum differentiae EE, v.g. AG. GH, ductae in Resectas seu
Numeros Arithmetice proportionales AA, v.g. AT. ATl id est Rectangula dEE, v.g. vGH. duplicata vel
Triangula ipsis aeqvalia ABB duplicata; Elementa segmentorum circularium. Qvarta deniqve (aaaaaa)
Tabula (bbbbbb) erit summarum horum postremorum Rectangulorum seu portionum figurae Resectarum,
(aaaaaaa) AGOEA, v.g. (bbbbbbb) v.g. ASSEA, vel segmentorum duplicatorum ipsis aeqvalium ABBA,
cuius (2) versi L 4 investigando (1) areas complementorum, A§0AA, deinde et areas rectangulorum,
Ad, et illas ab his subtrahendo. Areae autem Complementorum (2) |investigando gestr. | differentias L
7 Triangulis | BCC scilicet dimidiatis andert Hrsg.| Qvarta L

5 Tabula I:s.u. S.17f 6 omnium z: Richtig wire omnium 2£ Leibniz korrigiert entspre-
a

chend konsequent in Tabelle I, aber nur punktuell im Text. Vgl. auch S. 16 Z.14-18. 10 Tabula
IT:s.u. S.19f.
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16 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

sive assignabilium Ad, denique series quinta erit differentiarum inter terminos
tertiae et quartae; seu inter Rectangula et Complementa portionum figurae Resecta-
rum ad Rectangulum, seu erit ipsarummet portionum figurae Resectarum, Ad6E A, sive
segmentorum ABBA, quorum area quaerebatur. Hujus ultimae Tabulae cum termini
omnes sint inter se et terminis caeterarum serierum commensurabiles, per Theorem.
3. primae autem Tabulae termini possint exhiberi Numeris naturalibus continue crescen-
tibus deinceps ab unitate, ergo hujus ultimae Tabulae termini exhiberi poterunt numeris

rationalibus. Quod ut reapse perficiatur et ut Tabula secunda sinuum versorum, (z) con-

2ay?
struatur, resumenda est aequatio ipsius, x = poR quae dupliciter numeris explicari
a Y
1
potest, vel, ponendo a = 1. aut, in certa determinata ad 1. ratione, et y = ————
infinitesimae
2
vel etc. vel ponendo a = numero ipsarum y infinito, ut y = 1.

infinitesimis infinitesimis
vel 2. vel 3. vel 4. etc. sive y = (. 206. 33. 43. posita minima AA seu unitate, infinite
parva = (. Quorum utrumque eodem redire manifestum est.

2ay?
Antequam autem ad calculum acced(a)mus, praenotandum est, loco z = Ty2,
a )
: Lo ay’ : s : NS
rectius adhiberi Rk omnibus scilicet omnium Tab(u)larum terminis dimidiatis,
a Y

quoniam etiam segmenta eorumque elementa, portionum figurae resectarum, et elemen-

torum ex quibus conflantur dimidia sunt. Deinde divisis omnibus per a, sufficit iniri

: x y?
summam omnium: —— = ———
2a a* +y

latim, cum enim a sit constans et invariabilis, sufficit repetitionum evitandarum causa

. neque enim opus est omnia multiplicari per a sigil-

admoneri, (— — —)versum (om)nia per (a) multiplicari debere, vel salte(m) eorum

summam. Tabulae a{u— —)

8 perficiatur (1) et ut Tabula secunda sinuum rectorum x, qvae est num (2) resumend (3) et ...
sinuum (@) rectorum (b) versorum L



lis ABB;si utraque per a.
divisa intelligantur.
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TABULA 1
(Ser. I) 1 2 3 4 5
(E0) =y B 20 30 45 50
Ser. 1T
(A6)=AE =z ¢ 132 432 932 1632 2532
2a Ca+y? a? + 12 a? + 432 a2 + 932 a2 + 1632 a2 + 2532
vel ut res numeris illustretur
1 4 9 16 25
it inu toto, = 1000, fiet: _ —_ _ —_ —
POSIO @ S BOTO, e 1000, 001 1000, 004 1000, 009 1000, 016 1000, 025
Ser. ITI
EE = A6 — Ad
2a
Differentiae duarum 6...] | 15... : 28... 45. ..
x . 132 ! 3a?3? ' 5a? 32 ! Ta?3? 9a? 32
— proximarum: ! ! |
2a a2 +162 1 a*+5a2p32 +46%1 a* +13a2532 +368%1 a* + 25a2(32 + 144641 a* + 41a232 + 40064
vel simpliciter; vel si nume- : : :
ratoris loco sumas quod velut : : 15...... : 28 . ..... 45... ...
) ) ) 1 | 3000, 000 | 5000, 000 ! 7000, 000 9000, 000
insulae cuidam inclusum est; I | [
1000, 001 1000, 000,000,000 ;  1000,013,000, 036 | 1000, 025, 000, 144 1000, 041, 000, 400
in y, ductae, seu dimidia Rect- : 5,000, 000 : :
angula  FE = (Tri)angu- : 4! |
| |
| |
| |
| |
Ser. IV S :
A6OFA  ABBA |
= = Por- |
2a a |

tio(nes) Figurae Resecta-
rum, sive Terminorum
seriei tertiae, numeratori-
bus sumtis insulae inclusis,
sive in Terminos seriei

primae ductis, summa.

17 BCC L andert Hrsg.
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19

. Y
S I =
eries L. -

x
Ser. II. %
Ser. III.
A6OAA

2a
Rectang. AAJ, seu
sinuum versorum x, in
6 =AA,= 1. ductorum

per 2a divisorum.

. sumima

Series IV.

Ad =y
2a

Series V.

AdOEA  ABBA
20 a

Segmenta per a. divisa,
residuum terminorum
seriei quartae, detractis

terminis seriei tertiae.

TAB. IL.

eadem cum seriebus I. et II. Tabulae praecedentis

132 5a% 3% 4+ 83* 14a*B3? + 98a23* 4 1083°

a? 4162  a* +5a2B2 +4B*  aS + 14a*32 + 49a23* + 3636

133 833 2733
a? + 142 a? + 432 a? + 932

Ad ASOAA B ABBA
2a 2a N a

etc. etc.
10
6463 12553
a?+ 1652  a?+ 25032
15
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Schol. Sed et Serie quarta Tab. II careri potest, nam ad propositum aliquod seg-
mentum ACF A, vel aequalem ei duplicato portionem AumH A figurae Resectarum cal-
culandum, sufficit haberi aream non omnium praecedentium sed ultimi rectanguli A9,
simplici multiplicatione xy. a quo termini seriei tertiae, seu complementa detracta da-
bunt portiones figurae Resectarum, seu segmenta. Et ideo ex his duabus methodis cal-
culus posterioris Tabulae nonnihilo brevior videtur. Interim sciendum est, quoniam (.
est infinite parva, ideo series alterutrius Tabulae in infinitum continuandas, si ad
segmentum aliquod assignabile pervenire velimus. Ideo habemus aream segmenti alicujus
dati, v.g. ACF A infinita serie numerorum rationalium expressam, infinita scilicet serie
ipsarum x, cujus summa complemento ad Rectangulum segmenti duplicati, vel portionis
AuvmHA ei aequalis aequatur. Termini autem seriei omnium x, tot sunt, quot unitates
AA,= DD = (. in segmenti dati Resecta AP = AII esse intelliguntur. Ideo si nu-
merus omnium 3 in toto Radio AT = AW. sit finitus, v.g. 1000. (Atque) ita Tabula,
1000 terminorum cujusque seriei, condita intelligatur, adjicianturque segmentis Triangula
ABW  habebuntur sectores, sed non ideo in Numeris rationalibus. (In) datis Angulis li-
cet mechanice (— —) sinus vicissim. Dato sinu verso et recto segmenti cujus area
postulatur, Resectae ejus quantitas seu Numerus omnium [ quae continet, ac proinde
et area, per appropinquationem habebitur. Sed aliam mox incomparabiliter

commodiorem exponemus.

Problema II:

»,Quadratura Mechanica Circuli sectorumve datae ad circulum rationis; p(art)i-
,(umque) (—) omnem, quae (—) methodo omnibus hactenus repertis abs{ol—)
,2quandoquidem illa nullis radicum extractionibus utitur, et in ipsis Circuli partibus
ynullam ut hactenus omnes, Tabulam vel sinuum vel polygonorum (jam) compu-
,tatam supponit.

Ac primum de sectoribus quorum arcus ad circumferentiam habet cognitam nobis
rationem (unum) est quod separatim dicamus, cum sufficiat aream Circuli cognitam, per
rationem circumferentiae ad arcum sectoris dati, dividi. Sector autem datus ut AW FCA
cujus arcus ACF sinus habet rectum HF', versum AH, notae ad sinum totum seu ra-
dium, AW relationis, (id enim est Geometrice describi posse;) secetur in duas partes:
Triangulum AFW quod fulcrum appellare soleo, et segmentum AFCA, quoniam
Trianguli area separatim haberi potest, segmentum (autem) methodo mox tradenda in-

13-16 (Atque) ... vicissim erg. L 29 rectum AH, versum HF L dndert Hrsg.
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22 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

vestigabitur. Vel potius, sector iste secetur in alias duas partes semisegmentum AH F,
et semifulcrum HWF'. ita enim area semifulcri seu Trianguli statim sine ullo calculo
habetur. Constat autem dato radio et alia praeterea recta ad arcum determinata, v.g.
vel sinu recto, vel verso, vel tangente, vel secante, vel Resecta, seu tangente arcus dimi-
dii, etiam caeteras ex istis Geometrice haberi. Si qua porro alia circuli portio datur,
ut Lunula, Arbelus, Trilineum concavum aut convexum, modo sinus arcuum compre-
hendentium dentur (dabuntur autem vel Geometrice, Geometria scilicet plana, aut al-
tiore, vel quo casu ad Tabulas jam supputatas confugiendum est, ex sinuum canone)
facile ad Segmenta reducentur. Segmenta autem quadrabunt(ur quadra)tis portionibus
Figurae Resectarum, quae ipsis duplicatis aequantur. Hae vero portiones (v. g.
AumHA) quadratae erunt quadratis earum ad Rectangula (v.g. Am) ejusdem basis et
altitudinis, sive ut quidam vocant isoparallela, complementis, (v.g. AurllA.) Comple-
menta autem ista sunt summae ipsarum x, seu Ad, (v.g. Yu, IIr) sinuum versorum ad
Resectam AA = AD, v.g. AIl = AP applicatorum; seu summae ipsarum x simpliciter,

si in infinitesimam arcus segmenti velut unitatem constructionis ductae

4 4
o T y? v+ % B % y? y .
intelligantur. Est autem — = = = = — ————. Cujus Re-
2. a2 + 12 a2 + 12 a2 at* + a2y?
4
sidui terminus auferendus % eodem modo tractetur, idemque in residui residuo
a* + a’y

factum intelligatur in infinitum. Porro quoties residuum quoddam auferendum est ab ali-
qua quantitate, a quantitate illa deminuenda auferetur tantum Terminus qui in residuo
diminuendus est, vero addetur is qui in Residuo est subtrahendus, permutatis nimirum

additionis et subtractionis signis, ut constat. Unde haec omnium productorum series erit:

g2 oyt S S ylo g2
— -5+t — 5T 15— -5 etc. in infinitum. Quod ex Tabula subjecta elegantius
a a a a a a
apparebit:
. a2 2  dt 4 a2 2 .
22 NB. summa omnium -5 =5 1T 5 etc Ergo — + =5, et ita porro
y=ta Yy ) Y Y a
a* +y* . L .

= —5—— etc. idemque in altioribus, summa eorum haberi potest.

y2a

7f. Geometria ... altiore, erg. L 15 velut ... constructionis erg. L

12 quidam: vgl. z. B. H. FABRI, Synopsis geometrica, 1669, S. 315.
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4 4 4
2, Y Y vy
y? :+y+2 2 _ v 22 :i e
a2 +y2 a2 + y2 a CL2 +y2 a2 a4 + a2y2
2 4 -yt — A 4 6
a? at + a2y2 at + a2y2 at ab + a4y2
8 4 8
6,92 Y
_i Y0 B +y° + 76 2 Y0 - y®
al ab + ay? ab + aty? ab a8 + aby?
10,6 10
LYY Y
+£ Y s + 2 _ _i y10
a6 a8 + aby2 a8 ' al0 4 g8y2
. 12,8 12
o, Y Y
_y_s y10 B Ty + =5 2 +y10 ne e
a8 al0 4 a8y2 al0 + 8y2 ald @12 4 q10y2 '
v _ vy Yy LUV L e
P = Tal Tl Tas T 6 13 .
_ y2 _x A& Ty, vel lIr ete.
Ca2+49y2 2 2a 2a
2 4 6 8 10 12 2
Y Y Y Y Y y- o x _ ya . - e .
vel +=— ——+4 = ——+-0 — =3 = - = ——— omnibus scilicet per a multiplicatis,
a a a a a a 2 a4y
y*a
ut assumta initio quantitas restituatur.
CL2 + y2

Quoniam vero series ista non nisi uni x aequivalet, et vero ineunda est summa om-
y*a
sed unico termino ingrediente y = AA qui continue major atque major arithmetica pro-

nium; ipsae x, autem inter se non differunt forma aequationis, sunt enim omnes =

gressione assumitur; ideoque eadem series omnibus sigillatim applicari sive infinities re-
peti potest. Sed ut omnes illae series repetitae invicem addantur, opus est ut diversitas
ipsarum y exprimatur. Posito ergo AA = § = AT = TII = [IM etc. sive positis inter-
vallis omnium =z, ipsi resectae AT vel minori normaliter applicatarum, sive, differentiis
abscissarum AA, aequalibus tunc ipsae y, seu abscissae, complementi A06ST A alteri-
usve minoris ut AdduM A arithmetice crescent, ponatur ergo prima y = AT = AA =10
secunda y = All = AA + AA = 203, tertia y = AM = 3. atque ita porro in infinitum;

supposito scilicet altitudinem complementi seu resectam Circularem, AA, sectam esse in

8f. vel ... restituatur. erg. L
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24 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1
a? + y? a a3 a®  ad’ ’

ay?  4p% 164! N 643°  256°
a2+y2 a a3 ad a’

x
partes infinitas. Jam si y significat 13, erit 5=

etc., atque ita de caeteris,

significat 2, erit g =

ut ex Tabula subjecta signo ® patet.

3 Auf der tiberndchsten Seite, nachtraglich tiber die Blindzeichnung zur Lesart zu
S.277.8—-5.28 Z.1 geschrieben: Tab. ®

ay? T : -
( R = 5) applicatae complementi Figurae segmentorum,
a Y
(a) Radius Circuli,

(y) altitudines sive abscissae complementi figurae segmentorum, eaedemque Re-

scissae segmenti Circularis dati.

() Infinitesima abscissarum, sive abscissa minima, vel infinite parva, cujus repetitio-
nibus infinitis caeterae abscissae constituantur: Differentia perpetuo eadem abscissarum
arithmetice per minima crescentium. Unde prima abscissa erit 13, secunda 23, 3ta 33
atque ita in infinitum. Abscissis ergo arithmetice crescentibus; applicatae ita crescent:

132 154 136 138
1M% g =143, dabit 1" il + ﬁ — i i — i etc.
2 a a? a® a’
432 1634 436 2563%
2C‘ay:2ﬁ,—QC‘M’“—:+i - 65 +6§ — 5675 ete.
a a a a
; : 932 8l... 729... 6561 ...
3t1a y = 357 3t1am o % _ -+ — etc
16. .. 256... 4096... 65536...
4%y =46, —— 4m — etc.
etc. usque ad maximam y etc. etc. etc. etc.
quae est arcus AF
segmenti dati, sinus
versus 7.
Summa omnium y, seu area Figurae
163 1b° b’ b?
AHWUA, dlmldlata, erit: + gg — 55 + ﬁ — W etc.

cujus duplum si a Rectangulo Allmr, sub Rescissa et sinu verso comprehenso auferatur,
restatur duplum segmentum. Atque ideo, si dicta area dimidiata, subtrahatur a Triangulo
AHP, residuum erit segmentum AFCA.
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Qua constructa non jam amplius diversae dimensiones ejusdem y, sive series in
Tabula transversa considerentur, sed eaedem dimensiones diversarum y seriebus Tabulae
descendentibus junctae intelligantur: v. g. series una descendens erit +/3% 4+ 43% + 932 +
1632 etc. quadratica; alia erit Quadrato-quadratica: a priori auferenda —p* — 16454 —
8154 — 2563* etc. et ita porro alternatis additionis subtractionisque signis: Ne autem a,
ubique subscribatur, sufficit sub finem seriei descendentis sive in imo annotari quod ea

per a, dimensione seriei affectam dividi debeat. Sed quoniam hoc modo summa omnium

harum serierum, dat solum summam omnium o ideo ut det summam omnium 5
a

sive ut omnia multiplicentur per a, ideo series quaelibet non per a, dimensione tanta,
quanta seriei est, sed uno gradu minore affectam, divisa intelligatur, v.g. tota series
+3%24+462+94% 41632 etc. dividatur per a. loco a?, et series: —3* —163* — 8134 —2563*
etc. per a3. loco a*.

Jam ut summa cujuslibet seriei descendentis ineatur, meminisse oportet, quod jam
a tot aliis demonstratum est, quoniam coincidit cum Quadratura Paraboloeidum simpli-
cium: Summam terminorum si crescant ut numeri Naturales deinceps ab unitate, aequari
altitudinis,id est numeri terminorum in basin id est terminum maximum, pro-
ducto rectangulo dimidiato: Si ut numeri quadrati tunc summam aequari Trienti rect-
angulo solido, ex altitudine, in quadratum ultimum, seu terminum; etc. Quando autem
terminus maximus, ejusve radix, quadratica quidem in serie quadratica, cubica in serie
cubica, etc. aequatur numero terminorum tunc simpliciter dici potest, seriei Naturalium,
sive ut acutissimus Wallisius vocat primanorum, summam, aequari dimidio quadrato
Numeri Terminorum sive altitudinis: seriei quadraticae sive secundanorum summam ae-
quari Trienti cubi altitudinis; seriei cubicae sive Tertianorum summam denique aequari
quadranti quadrato-quadrati; altitudinis; atque ita porro in infinitum.

Est mihi demonstratio quaedam universalis, qua omnium Paraboloeidum et Hyper-
boloeidum non tantum hujus naturae sive simplicium areae, seu primanorum, secun-
danorum, etc. item subprimanorum, subsecundanorum; horumque potestatum; ac om-
nium denique (demta prima Hyperbola,) reciprocorum summae exhibentur; sed et Pa-
raboloeides atque Hyperboloeides compositae quadrantur, sive primano-secundanorum,

secundano-tertianorum, primano-tertianorum, etc. horumque potestatum et reciproco-

14 aliis: z. B. J. WALLIS, Arithmetica infinitorum, 1656, S.1f. (WO 1 S. 365). 21-26,5 sive ...
est: vgl. VII,4 N.39; S.632f. 21 vocat: J. WALLIS, Mechanica, 1672, S.144f. (WO 1 S.665f.) bzw.
Arithmetica infinitorum, 1656, S. 35 u. 54 (recte 44) (WO I S.384 u. 390). 25 demonstratio: s. VII, 4
N. 39.
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26 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

rum summae exhibentur. Quod hactenus apud neminem reperi. Neque enim est quod
sciam, qui summam seriei hujusmodi Rq 1. Rq8. Rq27. Rq64. Rq125. etc. vel Re 1. Re 4.
Rc9. Re16. Re 25. sive finitis sive infinitis terminis assumtis inierit. Quod tamen non in
hac tantum, sed et infinitis aliis id genus seriebus ex demonstratione mea unica facile
est. Sed ista non sunt hujus loci. Ut ergo summae harum serierum, quae Paraboloeidum
progressionibus analogae sunt, ineantur, opus est determinare numerum terminorum qui
in omnibus seriebus idem est, seu numerum unitatum ([ in altitudine AA v.g. AM,
complementi quadrandi AdduM A; vel quae eadem est in Resecta AR = AM sive maxi-
ma 3. reperiendarum, seu quantitatem Resectae, AR segmenti ad quadrandum propositi
ACFRA, quam datam esse suppono.

Nunc assumemus Resectam segmenti dati esse semper radio (a¢) minorem, quod et
verum est quoties segmenti arcus quadrante minor est; si vero segmenti arcus sit qua-
dranti circumferentiae circuli aequalis, ut si segmentum sit ACFRLA, tunc Resecta ejus
AR est radio W L aequalis. Quodsi arcus ACFRL esset quadrante major, Resecta quo-
que AD foret radio major, quae omnia sine prolixa demonstratione satis per se manifesta
sunt. Quid ergo? In promtu remedium est, nam ob uniformitatem circuli, segmentum
aliquod potest separari in duo vel plura minora, quorum singulorum arcus sunt quadran-
te minores; ita si poneremus segmenti dicti ACFRLA, arcum esse quadrante majorem.
Manifestum est, hoc segmentum resolvi posse, in Triangulum ARL, et duo alia segmenta
minora ACFRA, RBLR quorum segmentorum area ex tradendis sigillatim ineunda, et
area Trianguli ARL, quae ex communi Geometria facile habetur, addenda est, atque ita
segmenti totius propositi arcus quadrante majoris area habebitur. Porro quanto minor
est ratio Resectae ad radium, seu quanto minor est arcus segmenti ad quadrandum pro-
positi ratio ad circumferentiam, eo minore opere et majore tamen exactitudine habetur
area. Ideo utile est arcum propositum si nonnihil major quam expedit esse videatur, in
duas aut quatuor aut octo etc. partes dividi, quod fieri Geometrice potest: Et haberi
possunt sinus partis aliquotae, nullo plane negotio ex theorematibus nostris quoniam
dato sinu recto versoque datur et Resecta per Theorem. 2. Resecta autem est Tangens
arcus dimidii, quo habito etiam sinus rectus ac proinde et versus arcus dimidii facile

26-27,1 Am Rand:

1 neminem: Die Quadratur der hoheren Parabeln bzw. Hyperbeln gelang vor Leibniz u.a. auch
Fermat und Torricelli; vgl. J. E. HOFMANN, Leibniz in Paris, S.55-57. S. auch VII,; 4 N.34 S.574.
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habetur, ac per hos iterum arcus dimidii Resecta et ita porro. Et vero etiam ab aliis
admonitum est, progressionem quandam existere, continua subsectione, ex geometrica et
harmonica mixtam, ut adeo facile sine multo calculo datis sinubus arcus dati, octavae

3-28,1 octavae (1) et decimae sextae etc. partis sinus habeantur. Esto in fig. 5. Arcus circuli AEC
cuius ce(ntryu(m D.) Sinus |versus erg.| AB. rectus

BC. Radium AD. = appellabimus a. sinum versum v.

va
rectum r. Resecta AF erit = fva) (a) ergo GE sinus
r

arcus dimidii cum sit GE = AF (b) Tangens (c¢) ejusqve

2
/ dupla AL = (aa) 2va (bdb) 2 (aaa) Jam BH = 2a—(v)
r

(bbb) denigve notam etiam pono AC. chordam, qvam
cum sit applicata parabolica vocabo p. Ergo cum sit

98 2va,
AI(AH & T 4va? 2va?
pr — ALAN r = 2 it DF = ——
AC P rp rp
-~ 1
DE T2 T P p C=p
Et qvia GE = AF = — = =L - idemqve aliunde manifestum est GE esse = ——
DF  ZvaZ 2 2t 2 2
rp rp

qvia GE = AK (aaaa) Jam ut habeamus (bbbb) | porro DK = DG et ideo AG = EK gestr. und wieder
giiltig gemacht| (aaaaa) Cum ergo sit (bbbbb) hinc non opus est (cccec) Jam ut inveniemus AE, ma-

DE "~ KC AE HE AE "~ HE
-= B _ap at — = DL,” — = eidem ergo ap _ 4An e Ergo
2 4 2 2 4 4
ap = AE ~ HE gvod aliunde constat. Nota Triangula FAD. et ABC. similia sunt qvia (aaaaaa) ut
(aaaaaaa) AB a (bbbbbbb) AF ad AD, ita AB. ad BC. ergo etiam DF et (aaaaaaaa) FK (bbbbbbbb)
AB AK

AC. proportionalia (bbbbbb) BC — KD (2) et decimae sextae etc. portionis sinus habeantur. | atqve ita
habita arcus dati AFL. portione aliqgvota AF, qvaeremus segmentum ACFA, eiqve addemus Triangulum
seu Fulcrum AFW), ita habebitur sector AWFCA qvi ductus in rationem (a) partis ali (b) totius arcus
dati, ad partem aliqgvotam dabit sectorem, (aa) et sublato (bb) AWLFA erg. | Neqve vero Tabula hic,

aut subsectione in minutas partes opus est. (aaa) Atqve ita praeparata jam figura cuius area qvaeritur

nifestum est V'™ EDH =

(bbb) Sed et dummodo arcus datus minor sit qvadrante, subsectio omnino omitti potest. (aaaa) Atqve
ita praepar (bbbb) Atqve ita praeparata jam figura cuius area qvaeritur (3) et L

1 aliis: vgl. J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1667, insbesondere S. 30-46; ders.,
Exercitationes geometricae, 1668, S.2-5 [Marg.]. 4 fig. 5: Die Figur ist lediglich in Blindtechnik
ohne Punktbezeichnungen ausgefithrt. Leibniz bezieht sich ab Stufe (2) der Lesart wieder auf Fig. 4. Die
Blindzeichnung hat Leibniz spater mit der Tabelle ® (s. S.24 Z.3) tiberschrieben.
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et decimae sextae etc. portionis sinus habeantur, atque ita habita arcus dati v.g. AFL
portione aliquota AF, quaeremus segmentum ACF A, eique addemus Triangulum seu
fulecrum AFW. ita habebitur sector AW FCA, qui ductus in rationem totius arcus dati
ad partem aliquotam assumtam, dabit sectorem totius arcus dati, AW LF A ablatoque
fulcro ejus seu Triangulo AW B relinquet aream segmenti dati quaesitam. Sed et subsectio
omnino omitti potest, modo arcus dati segmenti sit nonnihil minor arcu quadrantis, et
calculus quem nunc exponemus, paulo longius continuetur.

Ut ergo ad calculum ipsum, figura ita praeparata accedamus: sumenda est Rescissa
v.g. AP segmenti v.g. ACFA cujus Quadratura quaeritur, vel quod idem est AII al-
titudo complementi Respondentis AunllA quae duplici via exprimi potest, vel, simplici-
ter, quoniam nota est, appellando eam b, vel relatione ad ipsam a. radium, ut si ponamus

a
b = AIl = —. Ergo quoniam Rescissa complementi altitudo est, summa seriei descenden-
g

tis in Tabula

13 NB. Haec persequenda

a’>  a? B 2a°
3 5 15
a2 a? B 2 .
79 63
2a? 2a° 2 2
vel 16@_ 7 + 64(1— 7 etc. positaque a = 1 fiet 6_1 + 611 etc., quae dimidiata dant:

1 1
61 + 611 etc. Haec jam rursus ut supra dividi possent, haberemusque mera +.

2 %, e
NB. Hoc si auferatur a: 161E 1 + 646f 1 fiet 12 : 1 =1 etc. y2a—2a2 = y2y_2 > v _
6 6
a? at at af — % * Z_Q at a® .
E + R w——y = R— = E + m. NB. Continuanda haec
methodus qua y semper veniatur. Sic et dividendum nyQCﬂ etc. NB.

14-21 Vgl. VII, 3 N. 25 S. 294-297.
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¥ bd b>
+—=—,sia=1 - — ==
3a 3’ 5a3 5
primae erit, + secundae —
n ad B a? a?
3yBla 343 57°
b’ b’ Y Y
+ — = —, sia=1. — —_— = —
Tab 7’ 9a”
tertiae + quartae — etc. etc.
a? a?
R " Uy

Quae series dupliciter reduci possunt vel deprimendo dimensiones, vel elidendo aliquem

. . . a . .
terminorum, nempe a: Deprimendo, quando, b resoluto in —, summa omnium Termi-
Y

norum ejus seriei dividitur per ipsam a dimensione exponentis binario minoris affectam

quam est exponens potestatis ipsius b. summam seriei exprimentis. Unde fit ut summa

2 CL2 (12 a2

omnium serierum, talis oriatur: 33 — 57[5] + 77[7] — 97[9]

portionum aliquotarum ipsius quadrati a radio. Cujus tamen summa finitam ad ipsum

ete. id est infinita series

quadratum radii seu a?, habet rationem, ut in aliis infinitis ejusmodi seriebus contingere
solet, de quo pluribus suo loco, cum de Geometrica quadratura quarundam
figurarum quaestio erit. Illud interea hinc appare(t) Quadraturam Circuli reper-
tum iri. Elidendo autem terminum a, id est ponendo a = 1. unitati, ut tuto omitti
possit perveniemus ad seriem Mechanicae quadraturae aptissimam, nempe:
b3 B ad 1 b° a® 1 b’ a’ 1 b?

3T gp Rt =) = o — o s e s e T ST T g T

163 <a_z a
Am Rand: —— =
3 m Ran 3 ¥ e

15f. Illud ... iri erg. L

17 nempe: Die Vorzeichen in der anschlieBenden Formel haben zusatzlich Klammerfunktion.

10

15
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1
999 — 999 etc. Et jam nunc ratio apparebit, cur debeat Resecta, v.g. AP = AIl =
gl Y

1 1
esse minor quam Radius AT = a. ita enim posita a = 1. et b = —. erit — fractio mi-
Y Y

nor unitate. At fractiones unitate minores hoc habent, ut multiplicando non augeant
sed minuant quantitatem. Ideoque si repetitis saepe vicibus in se ducantur, continue
imminuentur progressione geometrica ad eam usque parvitatem, ut tandem infiniti duc-

tus potestatum altiorum qui adhuc supersunt, negligi possint. Exempli causa si pona-

. . . 1 1
tur v = 10, seu b = — ipsius a, manifestum est — esse unde fa-
10 ~10 10, 000, 000, 000
1
cile intelligi potest quantae exiguitatis futura sint quae sequuntur —7. —5. etc. Dif-
8l 8
. . 1 1 9 . . . . 1 10
ferentia enim —— a —— est . cujus differentiae ratio ad ——, est —,
y10 411 100, 000, 000, 000 ~10 9
1 1
quod scilicet prodit diviso —5 per —7. Jam per hanc rationem multiplicetur —5 fiet
Y 8
10 L ilicet fracti ib tur in infi
= uae scilicet fractio omnibus, quae sequentur in infi-
90, 000,000,000 _ 9,000,000,000 4 d

1

1
nitum post ipsius — = 0 potestatibus, simul sumtis aequalis est, eaeque proinde
Y

4107
tuto negligentur. Fateor autem lubens hoc tractandi fractiones, et ad mechanicas qua-
draturas adaptandi inventum magnam partem deberi ingeniosissimo Viro Nicolao Mer-
catori Holsato, qui eo ad Hyperbolen et Logarithmos praeclare admodum usus est: Ita
ut insignis Geometra, Joh. Wallisius qua est ingenuitate publice pronuntiaverit; eam esse

tam absolutam tamque expeditam Hyperbolae quadraturam, ut nescire se profiteatur an

12 Uber aequalis:

6 Exempli causa: Die nachfolgende Restabschéatzung fiihrt Leibniz nicht fiir die Kreisreihe son-
1
dern die Summe iiber alle ganzzahligen Potenzen von o durch. Leibniz unterlaufen kleinere Fehler und

Ungenauigkeiten, die die allgemeine Diskussion jedoch nicht beeintrachtigen. 15 usus: N. MERCA-
TOR, Logarithmotechnia, 1668, S. 25 u. 29f. [Marg.]; vgl. VII,4 N. 3;. 16 pronuntiaverit: J. WALLIS,
Logarithmotechnia Nicolai Mercatoris, 1668, S. 756.
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melior sperari debeat. Et certe qui Logarithmorum ope quadravere Hyperbolam egregii
Geometrae facile quidem sese absolvunt; sed supposita jam constructa Logarithmorum
Tabula, at vero hoc artificio tractandarum fractionum, similibusque aliis in Mercatoris
Logarithmo-technia expositis ipsa Logarithmorum constructio facilis redditur, omniaque
velut a fundamentis repetuntur.

Caeterum nemo est qui non videat facilem hujus artificii ad Hyperbolam fuisse ap-

plicationem, cujus scilicet ordinatae ad asymptotam applicatae ad fractionum instar,
2 2 2
a® a® a

T35 3 etc. progrediuntur. At vero Circulum ip-

sum ita tractari posse, nemo opinor vel sperare ausus est. Ego cum ad commodam Circuli

numeris naturalibus reciprocarum,

dimensionem illud maxime obstare viderem, quod ordinatae ex curva ejus ad axem ali-
um quemcunque demissae valore per relationem ad abscissas expresso nunquam absolvi

possent ab irrationalitate, cum contra in parabola et Hyperbola omnibusque paraboloei-

dibus et Hyperboloeidibus simplicibus possint, (: quoniam enim in Parabola ay = z2.
z? a®

erit y = —. et quoniam in Hyperbola yx = a?, erit y = — :); observaremque nume-
a x

ros irrationales ne finitos quidem, nedum infinitos, praeterquam ubi aliunde figurae lux
effulget, ut mihi in Paraboloeidibus et Hyperboloeidibus compositis contigit; in sum-
mam colligi posse, nisi forte signo + eas conjungere cum Analystis nostris, additionem si
Diis placet, voces; jam pene de proferendis Cyclometriae pomoeriis post tot magnorum
Virorum inventa, desperabam: donec venit in mentem alias figuras comminisci atque
experiri circulo ocuyvdtoug, quod praeter omnem spem aliis frustra tentatis, feliciter suc-
cessit in Figura Resectarum, sed post maximas ratiocinationum ambages, quibus tandem
eo enixus sum, Complementum Figurae Resectarum segmento duplicato aequale, ejus in
circulo esse naturae, ut Rescissae v.g. AM, velut altitudinis, qualibet abscissa AA po-

2

a

sita (y), applicata autem seu sinu verso Ad, posito (z) radio (a). Sit z = % sive
¥ +a

Y2 a2

= 5 —— = 1 — —5—— revocata aequatione ad fractionem quandam Hyperbolicum

y*+a a? +y?

X
a
1 qvi | ex Gregorii a S. Vincentio inventis erg. u. gestr.| Logarithmorum L 8 vero (1) figuram

aligvam Circulo symme(t) (2) Circulum L 12f. omnibusqve ... simplicibus erg. L 20 aliis ...
tentatis erg. L

1 qui: Gemeint sind wohl Gr. de Saint-Vincent und A. de Sarasa; vgl. die Erl. zu S. 12 Z. 17 u. S. 12
Z.19.
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quiddam prae se ferentem, quoniam hyperbolae communis ordinata ad Asymptotam ita
2
a

explicari potest: =x.

a+y
Tantae molis erat Circulum reddere ordinatarum Rationalium patientem. Hoc vero

impetrato ausim dicere quadraturam hanc mechanicam esse omnibus hactenus inventis
5 absolutiorem atque expeditiorem: Scilicet nulla supposita jam constructa aut continuata
polygonorum sinuumque tabula: cum area propositae portionis circularis haberi ex ip-
sis problematis visceribus summa cum exactitudine ac facilitate, simplici multiplicatione
atque additione, nulla radicum extractione, nullo ad Ludolphi Snelliique Numeros, alios-
que laterum inscriptorum circumscriptorum, sinuumque calculos recursu, possit. Tabulae
10 enim ejusmodi, neque semper sunt ad manum, et emendatione nonnumquam augmentis
atque continuatione plurimum opus habent; ac ne praestant quidem semper quod com-
putus noster ex tempore et de suo. Inprimis autem facilis est calculus, cum v = 10 vel

alii numero decimali. Ita enim

1 n 1 n 1 1 1 1
33 7 1111 55 9+9 12~12
15 facit
1 " 1 " 1 1 1 1
3,000 ' 70,000,000 ' 1,100,000,000,000 500,000  9,000,000,000 12,000, 000,000,000
1,100, 000, 000, 000 12, 000, 000, 000, 000
ey T By — ce 9, B
231,000, 000, 000, 000, 000, 000, 000 54,000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 00
20 Quodsi v non sit numerus decimalis, fractio tamen — utiliter ad decimalem revocabi-
8

tur. Saepe autem, vel primus terminus ad mediocrem exactitudinem sufficit, ut in exemplo

praecedenti, si resecta sit decima radii pars; tunc posito quadrato radii 3000, poterit dici

7f. simplici ... extractione, erg. L

8 Ludolphi Snelliique: v.a. LUDOLPH van Ceulen, Vanden circkel, 1596, lat. Fassung De circulo

1 1
et adscriptis liber, 1619; W. SNELL, Cyclometricus, 1621. 14 ———: Richtig wire ———; Leibniz
12~12 13~13

rechnet konsequent weiter.
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1 1
500, 000 i 70,000, 000

complementum figurae Resectarum esse 1, caeteris enim terminis —

etc. facile poterit careri, ob parvitatem.

[Spdterer Zusatz|

(F) G
) (E)

E

T (T) R
B (T)

()

(c

A Q

[Fig. 5]

b3 b5 b? b9 bll
Si tangens BT sit b. erit arcus BC' n 173 + 57 + 311 etc. Jam tangenti

BT applicetur recta T'E, aequalis arcui BC'. curvaque per ipsarum T'FE extremitates
transeat BE(E)((E)). Ipsa AB producatur in F' ad partes F, donec fiat BF aequalis arcui
quadrantis, et ducatur F'G parallela BT'. Patet eam fore curvae E(FE)((E)) asymptoton.

b b v b
TFE sit e. et BT n b. Aequatio curvae naturam explicans erit e n 173 + 5T etc.

1
1 +m L dandert Hrsg. 2 parvitatem. | Imo venit qvoqve ratio in mentem cuius ope effici
)

qveat ut neqve (1) minorem esse (2) a necesse sit ponere = 1, neqve . minorem gvam a, Cum enim

3
inventa qvantitas sit: (a) a® (b) 2 gestr.| L
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b? bt be B8

Et summa omnium e, sive area figurae, erit haec: f en E — 3,—4 + 5,_6 - ﬁ etc. m E.
) ] o b3 b5 b?
Eodem modo si rursus quaeras summas ipsarum F, fiet fE n 1.2.3 — 545 + 5.6.7
9

— 7 8.9 etc. Et ita porro.
Jam videndum si alicujus summa, et summa summarum, et summa
summarum summarum in unum addantur, quaenam inde fiat figura.
Sumamus Triangulum. Huic imponatur suum Trilineum parabolicum,
et huic suum Trilineum cubicum, et ita porro in infinitum, fiet solidum

[F'ig. 6] cujus quaeritur area. Nempe summa:

b b? b3 b

1 1,2 1,2,3 1,2,3,4
dabit unum planum ordinatum hujus solidi. Ergo Area solidi erit

L L b
1 1,2 1,23 1,2,3.4 1,2 1,23 1,2,3.4 °C
bbb

Quare — — etc. cylinder sub unitate unius plani, nempe ultimi, seu maximi,

11,2 1,2,3
ex impositis sibi rectis summas summatas repraesentantibus facti excedet summam seu
aream summae summatorum, seu aream hujus solidi, ipsius primae maximae rectae or-

dinatae, cylindro sub quadrato unitatis. Cumque idem sit, de singulis, nempe de summis
R
summatorum — et — et — etc. videtur et summa summatorum (seu progressio 4+ summa

3 )
+ sum. sum. + sum. sum. sum. + sum. sum. sum. sum. etc.) ipsarum e ab e, differre a

cylindro basis in unitatem (id est cylindro summae summatorum; solius ordinatae ma-

11 1
1 Daneben: - — — + — — — et
aneven: 5 " 19730 56 O C
1111
16 "15 28

15-35,1 Nebenbetrachtung: (1) Summa summatorum est cylinder (2) summa summatorum est (a)
1 1

solidum (b) solidum cuius area aeqvatur cylindro baseos in unitatem, demto gestr. L 19 —1—% mT

L dndert Hrsg.
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ximae), cylindro baseos basis in unitatem quadratam. Quod est theorema admirabile,
et accessio ingens Arithmeticae infinitorum; cum enim quod de e demonstravimus dici
possit de omnibus quae per rationales incognitam in fractione non habentes enuntiantur;
possint autem omnes quantitates hoc modo enuntiari, saltem in infinitum progrediendo
sequitur hoc theorema de omnibus figuris esse verum. Ecce novam ac mirabilem metho-
dum demonstrandi aliquid de omnibus quantitatibus; universaliter, ex eo quod suppono
demonstratum omnes quantitates per hujusmodi finita vel infinita enuntiari posse. Non-
dum vel me vel alium tali inventionis principio usum memini.

Ut appareat in conspectu

I E B =y ey
1) 1,2a J 1,2,3¢2 ) 1,2,3,4a3 1,2 1,2,3a 1,2,3,4a2

ba )
b b
b2 1, 2 b3
1,2 1,2,3a
b3
1,2,3
[F'ig. 7a] [Fig. 7b]
Basis baseos est b. ultima, ordinatarum extrema Basis seu planum ultimum est composi-
b? b3 b

tum ex ordinatis — maximae scilicet b. Hujus Baseos cylinder

1 1,2a 1,2,3a2 1,2,3,4a3’
ba b2 b b
1 1,2 1,2,3a 1,2,3,4a2"

notandum est ipsas b. b2. b3. habere constantem b. quemadmodum ordinatae Logarith-

in a, unitatem, est compositus ex planis ordinatis

(Ubi vero

5f. NB.

9 (1) Sed nunc in viam (2) Breviter sic: Si sit planum homogeneum solido summae summatorum,
(a) Area (b) soliditas summae summatorum, est cylinder baseo (aa) plan (bb) in unitatem Daneben:
Qvoad enuntiationem sic potius exhibeatur Dazu: Error fuit (8) Ut L

10

15
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micae figurae.) Video hic cavendum ab errore nunc enim b. constans, nunc variabilis.
Ergo b. simplici litera significet variabilem, et B, capitali significet ultimam constantem.
Solidum quod est summa summatorum, ita formabitur, ut Triangulo imponatur suum
Trilineum parabolicum, et huic praecedentis Cubicum, et huic praecedentis quadrato-
quadraticum, et ita porro. Sectiones ergo per plana primo summandorum seu Triangulo
assumto parallela erunt trilinea, Paraboloeidea. Sectiones per planum basin habens basi
Trianguli parallelam, axem axi Trianguli normalem, sunt Figurae Transcendentes plus-
quam Logarithmicae, seu quarum ordinatae factae ex ordinatis logarithmicis per produc-
b2 b3

R
etc. ubi in singulis transitur per omnes b. At ordinatae Figurae transcendentium sunt,

B B B (B?) (B%)

. . f L b Calterius =— ~—2 X~ 7 .
unius quidem figurae 112123 etc. alterius 1 1.2 1.2.3 etc

b
tos continuarum divisis. Ordinatae itaque Trilinei sunt unius 1 alterius

N N

[F'ig. 8a]

[Fig. 8b]

2f. constantem | (b) inclusa significet variabilem, sed non in eadem formula expressa erg. u. gestr. |
Solidum L 5 plana (1) axi parallela erunt trilinea, (a) Sectiones vero per bases erunt (aa) b nicht gestr.
(bb) Paraboloeidea, qvorum ordinatae (aaa) basi parallelae (bbb) base (ccc) basi seu maximo Trilineo
(b?)
1,2

7

parallelae (ddd) (b) in alio etc. (b) sectiones per plana basi (2) basi (3) axi (4) primo L
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Jam video tandem in quo fuerit difficultas. Scilicet hae summae summatorum non

dant figuram continuam, sed spatium solidum gradiforme, nam ipsi B. si imponatur

2
= differentia est assignabilis. Verum tamen erit aream hujus spatii scalaris summae

summatorum esse ultimae figurae transcendentis seu baseos per sectionem axi parallelam,
2

1,2a

tantum tamen NB. inde a secunda sua ordinata nempe computatae cylindrum in

unitatem. Sed hoc aliquando si operae pretium exactius.

Nunc ad nostram curvam E(FE)((E)) redeo, ea etiam sic fiet, ponantur tangentes BT
insistere arcubus BC'. in punctis C'. et superficies ejusmodi cylindrica extendi in rectam
BF'. producetur curva BE(E)((E)) arcubus BC. extensis in rectas BH. et insistentibus
rectis aequalibus ipsis BT'. translatis in HFE. Notabile est ergo idem esse tangentes in-
sistere arcubus, et arcus tangentibus, modo sibi respondeant. Figura autem tangentium

arcubus insistentium videtur esse mensurata.

, T (1)
G
S
N %
M (5)
A H
[Fig. 9]
Ob Triangula similia GWL. TBA. TB ~ GL [n] TA~ GW quia g—? n % Jam

TB ~ GL sunt tangentes insistentes arcubus et TA = GW, dant Hyperbolam secantes

4 esse (1) ultimam figuram transcendentem (2) ultimae figurae transcendentis (a) Cylindrum in
unitatem, jam enim |video nicht gestr.| (aa) et (bb) d (cc) |id micht gestr.| qvod ab eo subtrahendum
est, esse nihil, cum | sit tantum (aaa) solidi (bbb) infinite parva nicht gestr. | respectu caetero (b) seu L

13 Fig. 9: Der Verlauf der Kurve S(S) in B ist in Leibniz’ Zeichnung nur angedeutet.

10

15
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scil. ad axem. Ergo quadratura figurae ad quam est BE(E)((F)) pendet ex quad. Hyperb.
b? bt bo b8

Ergo et f e, seu 1;_2 — 3,—4 + ﬁ — ﬁ etc. pendet ex Hyperbolae quadratura.

2
a al
— n AT. GL n ——. Arcus n w. Sint duo arcus propinqui unus w alter €2, fiet
v V=22 propimd
d 2dz>
QO—wn —% 0220w+ w?n =% Sed nihil hine. Si possemus separatim
a? — z2 a? — x?
b? bt b6
metiri 12 31 + TG etc. hinc duci posset aliquid. Porro deprimere possumus, nam:
b b ¥ v b b bl
dividendo omnia per —, fiet: — — —+—— —+4+————_Id est quaeretur figura
v PEETS 1,1 2335 47 59 611 d &
cujus momento a vertice nostra BT E B proportionalis est. Hujus figurae differentiae sunt

1 M+M m+w MOMh differenti 0 %+%36W+%7

—— =t ——— arum rursus differentiae sunt: 0 — —+ — — — + — —

17273 475 6 HH IS CHeerae 5t 273 45

1067 b=t 1b 2b3 365 4b7 517

——. Et horum dimidia; ) — — 4+ — — — + — — —. Consideremus separatim
6 1 2 3 4 5 6

bt 2 4b7 20 wb® Vb v —Vw

1 +§b3+5 3 I‘IF—T.ﬁetW—Qb3.vQ—Vwr|2yethn2y+1.

9 NB. b~ ! hic ad quod nos ducit necessitas.

100y n O
1
2
3
4
6 per (1) 1b’—22, fiet: % — ;—23 + ;;45 - %67 + %89 — 6%1101' sunt scilicet numeri ducti in duplum

~ . - . 1
sui unitate minutum x ~ 2x — 1. seu 2x? — x Possunt autem intelligi factae ex ordinata: (a) 0 (aa)

b b3 b5 y y3 y5 y b b3 b5 b7 b9 bll
22D ) Y4 Y LY ) Multiplicent iaperb. fiet ——— 4> 4P P
3T 7 (%) 3+~ (b) Multiplicentur omnia per b. fiet 1= — o4 o= — 1=+ o0~y

b
et habebimus ordinatam (2) I L

R
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2 1 2 1
Leth—le‘lel‘l 2, yrl_
dy — 1 ¢ dy—1
S8yt — 2y + VI2Jp Ay — 1
2y +1 '
Si generalis esset regula, quod tribus ordinatis Geometrice proportionalibus sum-
1 1 tert: " 1 1
) . tertia eri o )
y+b oy b2 y2 =02, 2] T y+b
1
fiet: o gt hn gt — Py — b quae dabitur ex data Hyperbolae quadratura,
quoniam hae duae ex ipsa dantur. Hinc sequeretur datis duabus figuris semper eam dari,

Sit w n 4y — 1, ¢. erit Q n Vi~ 4y — 1 et erit

(%

mae sint proportionales harmonice, fiet

quae ipsis est tertia aut media proportionalis, imo infinitas, quae progressione geometrica
continuata exprimi possunt; datis ergo duabus formulis darentur semper aliae infinitae,

sed an hoc sit semper verum, inductione examinandum. Si hoc generaliter esset verum

perveniri posset ad aequationes pulcherrimas.
GL AL AL~ GW af
2 _ 2
AN n x. NL n a*— x°. i y NI GL n NI n Nl
BT a2 — 2 2 4
¢ prgo BT n WYY T o BT GLn 22 Bre g =
T T T x

M
NLnvVa? — 22
4

2

et x* n Si tangentes applicantur sinubus complementi; habetur eorum mo-

a
BT? +1
mentum ex diametro absolute, quia omnes BT?; deinde ex axe aequilibrii per circuli
centrum transeunte, ex data circuli quadratura, quia n [ BT ~ z habetur ex circuli
quadratura. BT n NS. et ST n NB. Datur momentum figurae ex BA absolute, Mo-

mentum ejus ex AH cylindro aequipollet. Momentum porro ejus ex AH adhuc semel
4

. a . . .
seu omn. x2. ex circulo pendent ob B2 1 unde etiam demonstrari posset statim
at a?
quomodo figura ———— ad circulum reducatur. Porro + N ————. BT n t et
BT? +1 VBT? +1
2 2 4 4
a a a
dBT n . dr n — n S unde 3% n + —
a4 (14
12 — — L Es miisste — - a? lauten. Leibniz rechnet zunéchst konsequent weiter und benutzt ab
X xX
S.40 Z.2 den korrekten Ausdruck. 20 dx n: Auf der rechten Seite miisste im Nenner des zweiten

Terms \/t2 + 2t1) + 12 + 1 stehen. Leibniz rechnet konsequent weiter.
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2a* 4 :
et f*© [bricht ab]
\/t4 + 2639 + t2%, +t2 4 2teh + 2
©
—Zrt? l —t2
22?2 + a?2? n a*: 2xt? + 20zl n —22%t2. fiet | n ZWmZGQ et s ETe " % et
t2 2 ¢ 2

erit 4 n W.thnia(}[jn%wpra a? — % n Ex n g—ietxn :G—irl

2 tGL 2 2 $2 2 12 2
a—ﬁetﬁrl n +awetGLr| +a% v +a’¢.ErgoGLadw
Vi +a? V2 + a? t2 t3

5 ut cub. a V12 + a? ad cubum a t. Est autem v/#2 + a? tangens, ergo differentia arcus ad
differentiam tangentis est in triplicata ratione secantis ad tangentem.

5t (1)|8%n

GLVt2 2 £2 2 V2 2,
f—i_a n nicht gestr. | ‘;a ¥, (a) n (b) seu GLI‘I# (2) est L
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2. AUS UND ZU HUYGENS, DE CIRCULI MAGNITUDINE INVENTA
[30. Dezember 1673 — Mitte 1674]

In einer auf den 30. Dezember 1673 datierten Notiz hielt Chr. Huygens fest, dass er ein
Exemplar seines Werks De circuli magnitudine inventa (zusammen mit J. Gregorys Vera circuli
et hyperbolae quadratura) an Leibniz ausgeliehen hatte (vgl. HO XX S.388 Anm. 2 sowie III, 1
S.LV Anm. 243). Leibniz diirfte die hier abgedruckten Exzerpte und Bemerkungen kurz danach
geschrieben haben. Dass er dabei Huygens’ personliches Exemplar zur Verfiigung hatte, zeigt
seine Wiedergabe einer Randnotiz von Huygens (gedr. HO XII S. 145; s. u. S. 44 Z. 14-18). Das in
N. 23 verwendete Gleichheitszeichen = gebraucht Leibniz im fraglichen Zeitraum etwa bis Mitte
1674. Das Wasserzeichen des Papiers von N. 23 ist von August 1673 bis Juni 1674 belegt.

2:. AUSZUG

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl. 76. 1 BL. 2°. 2 S. Am rechten Rand unregelmiBige
Schnittkante. Bl. 76 hing urspriinglich mit LH 35 XIII 1 Bl. 139 (= N.23) zusammen.
Textfolge BI. 76 v°, BL. 76 r°.

Cc 2, Nr. 503

Christiani Hugenii Const. F. De Circuli Magnitudine inventa. Ac-
cedunt ejusdem problematum aliquot illustrium constructiones. Lugd. Bat. apud Lud. et
Joh. Elzevir 1654.

Praef. Theorema ab Hugenio inventum: Duobus sumtis polygonis proportione mediis
inter circumscriptum inscriptumque ipsis simile, minoris eorum perimeter circumferentia
circuli major existit, reliquum vero polygonum eadem proportione circuli aream exuperat.
Hoc ut subtilissimum accedunt tamen alia usui aptiora.

Peripheriae ad diametrum ratio quam Archimedes ex polygonis 96 laterum eruit per
dodecagona sola nova hac arte comprobari potest.

Nostra methodo semper duplex adhibetur verorum characterum numerus, quacun-
que Laterum multitudine polygona adhibeantur. Quod quidem certa ratione contingere

22 Hoc ... aptiora erg. L

17f. problematum aliquot ... Elzevir: Das Titelblatt von Chr. HUYGENS, De circuli magnitu-
dine inventa, 1654, hat ,problematum quorundam® und ,,apud Johannem et Danielem Elzevier®.
19-42,20 Praef. ... inventis: vgl. a. a. O., praefatio, S. [iv—viii] (HO XII S.115-119). 23 eruit: ARCHI-
MEDES, Dimensio circuli, prop. II1.
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42 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.2;

perspeximus sicuti et quadratum cujusque numeri bis totidem quot latus characteribus
plerumque constituitur. Ita posita diametro partium 10000000, per polygona 10800 la-
terum hos terminos invenere 62831852 et 62831855, at nostra methodo ex iisdem hi:
4
9
At centra gravitatis majora adhuc compendia subministrant. Certe ad Archimedeos

628318530717958{

limites ita solo Trigoni inscripti cognito latere indigemus: Ex sexagintangulo autem, po-

sita diametro 10,000,000,000 hos terminos produximus 31415926538 cum solita methodo
3
producantur isti 3145. Adeo ut jam triplus sit et ultra verarum notarum numerus sicut per
0
praecedentia duplus, haud aliter quam in majoribus numeris cubum sui lateris triplum

(notis) esse animadvertitur. Posthac si qui falso circumferentiae magnitudinem definient
calculo non ita magno quemque erroris insimulare quod hactenus soliti sunt haud facile
possint, refutabuntur. Ad haec si quid in subtensarum canone contexendo, quem emenda-
tum haberi quantum referat, omnes sciunt, admissum aut aliunde perversum irrepserit,
haud difficile erit horum ope restituere cum alia nunc ratione ex inscriptis in Circulo lon-
gitudinem arcuum quibus subtenduntur invenire liceat; atque ita sine canonum auxilio
ex lateribus datis anguli habentur, ut nunquam duorum secundorum scrupulorum sit a
vero dissensus, saepe ne unius quidem tertii.

Cartesii quaedam Cyclometrica inedita feruntur. Willebrordi Snellii Cyclometricus,
duo praeclara adfert theoremata, sed demonstrationes quas adhibet non comprobant.

Causae eorum a nostris pendent inventis.

10 animadvertitur (1) Qvinimo omni canonum auxilio destitutis (2) posthac L

2 10000000: Im Druck von 1654 steht irrtiimlich 20000000 (Chr. HUYGENS, a. a. O., S. [vi]; HO XII
S.117). 18 Cartesii ... feruntur: Huygens bezieht sich vermutlich auf eine Handschrift aus dem
Nachlass von Descartes, den er moglicherweise 1653/4 durchsehen konnte (vgl. DO X S.3; HO XII
S.118f. sowie T. VERBEEK u.a. (Hrsg.), The correspondence of René Descartes 1643, Utrecht 2003,
S. xviii—xxii); das Inventaire succinct des ecrits de Descartes (Ms., gedr. in DO X S.5-14), von dem
eine Kopie im Besitz seines Vaters war, verzeichnet den Titel Ex quantitate linearum, quae in dato
circulo inscriptae sunt, quantitatem circumferentiae, cui datae lineae subtenduntur, cognoscere; gedr. in
Excerpta ex Mss. R. Des-Cartes, 1701, S. 1-4 (DO X S. 285-289). Der Druck von 1701 enthalt aulerdem
den Text Circuli quadratio, a.a.O., S.6f. (DO X S.304f.). 19 duo ... theoremata: W. SNELL,
Cyclometricus, 1621, prop. XXVIII u. XXIX, S.42-45.
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Ludolphus Coloniensis invenit Polygonis adhibitis 10800 laterum inscripti quidem
latus esse partium
58,177,640,912,684,919 non una amplius,]
subtenditurque 2. scrupulis primisf;jcircumscripti
58177643374063182 non una minus. 5
Et adhibeamus latus polygoni subduplo laterum numero inscripti, quod est
116355276902613523 non una minus,)
invenietur peripheria intra hos terminos:

6283185307179584
9

qualium radius: 10
1,000,000,000,000,000.
Solita autem methodo, multiplicatis tantum lateribus tantum hae erunt notae verae

6283185{ ; } Est ergo duplicatus earum numerus, quod semper fit quocunque polygono
utamur.
C G
i M\ F
© F
" N P I
A
L M
[Fig. 1] 15

1-14 Ludolphus ... utamur: vgl. Chr. HUYGENS, De circuli magnitudine inventa, 1654, prop. X,
S.17 (HO XII S.141-143). — Das Resultat von Ludolph ist gedruckt in dessen Schrift Vanden Circkel,
1596, Bl.211° (vgl. HO XII S.141 Anm. 14). 15-44,8 [Fig. 1] ... duplicat: vgl. Chr. HUYGENS,
De circuli magnitudine inventa, 1654, prop. VII u. VIII, S.9-13 (HO XII S.133-136). Leibniz’ Figur
enthélt Elemente der Figuren von S.12 u. 18 (HO XII S. 134 u. 145).
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Sit centro A radio AC circulus cujus arcus aliquis semicircumferentiae minor C'E[,)
tangens semiarcus seu [semillatus circumscriptum EG vel CG, sinus rectus ipsius arcus
FE, subtensa arcus vel latus inscriptum seu duplus sinus semiarcus C'E, erit ex prop. 8.

4 1
Hugenii De Clirc. Magn. §CG tangentis semiarcus, +§EF , sinus ipsius arcus majores
arcu C'E. Et vicissim ex ejus prop. 7. si ad subtensam CFE addatur triens excessus

1 4
subtensae super sinum composita est minor arcu, seu CE + - CE — FE, seu —CFE —

4 1
§EF minor arcu, ut §CG + gEF major arcu. Et ita obtinet Hugenius primum illum

exactitudinis gradum, qui verum notarum numerum duplicat.

Elegans est constructio prop. 11. qua rectam circumferentiae quadranti(s) aequalem
exhibet: Bisecetur circulus diametro HI, et semicircumferentia HC'I, bisecetur in C,
altera Trisecetur in punctis LM, jungantur rectae C'L, C'M, quae secabunt HI in N. P,

erit CN + N P, adeo propinqua quadranti, C H, ut eum non nisi parte diametri

5000 ™ma
excedat.

Hugenius ibi in margine ascripsit in suo exemplari haec verba: Tribus semidiametris

1
addatur 0 lateris quadrati inscripti. Composita semicircumferentiae aequabitur tam

prope, ut non diametri brevior sit, latus quadrati est majus quam partium 141421

18000
qualium radius 100,000 unde quod dictum est demonstratur. Vel potius sic[:] Sex semi-

1
diametris addatur = dicti lateris quadrati inscripti, et habetur peripheria tota.

8CE —QFE
9-13 Daneben in anderer Tinte und anderem Duktus: TQ aequ. arcui

QCE. Haec appropinquatio in Hugenii libro extat, priore exactior. Quantitas tamen
est paulo minor vera. Adde Neutoni epistolam.

9-18 Elegans ... tota: vgl. a. a. O. den Zusatz zu prop. XI, S. 18 f.; die von Leibniz nahezu wortlich
abgeschriebene Marginalie ist ebenfalls gedruckt in HO XII S. 145. 20f. Haec ... epistolam: Die
Naherung von Huygens (a. a. O., prop. XII, S.19-21; HO XII S. 147-149) wird von Newton erwahnt im
Brief an Oldenburg fiir Leibniz und Tschirnhaus vom 13./23. Juni 1676 (vgl. III, 1 N.88 S.550f.). —
Vgl. dazu auch VII,; 5 N. 13.
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2. EX HUGENIO DE CIRCULI MAGNITUDINE

ﬂberlieferung: L Konzept: LH 35 XIII 1 BI. 139. 1 Streifen ca 19 x 3,5 cm. 6 Z. auf BI. 139 r°.
Am unteren Rand Reste fremden Textes. Bl. 139 hing urspriinglich mit LH 35 XII 1 BL. 76
(= N.21) zusammen.
Cc 2, Nr. 504

Ex Hugenio De circuli magnitudine

Prop. 13. ostendit latus polygoni aequilateri circulo inscripti esse medium propor-
tione inter latus polygoni similis circumscripti et dimidium latus polygoni inscripti sub-

duplo laterum numero.

23. AD HUGENIUM DE CIRCULI MAGNITUDINE

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl. 235. 1 Bl. 2°. ‘—51 S. auf BIL. 235r°.
Cc 2, Nr. 505

Ad Hugen. De Circ. magnit.

IE=IB=a=1. BD=2z. AD =+/2ax —z2. AB=+2ax. HB=4/—. IH =

1/a2—%.EH:BG—a—U —%EB \/2@2—2%/@2—%
[1_2%
2

ABC = BD ™ AD = v2ax3 — x% seu zv/2ax — x2.

9 Darunter in anderer Tinte: Adjecta sunt problemata illustria circa 2 medias
proport. De quibus excerpta illuc retuli.

6 Ex ... magnitudine erg. L

7 Prop. 13.: Chr. HUYGENS, a.a. O., S.21f. (HO XII S.149). 18 Adjecta: a.a. O., S.45-71
(HO XII S. 183-215), insbesondere S. 51-56 (HO XII S.191-197). 19 De ... retuli: nicht gefunden.

10
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AEB = EBF = EH ~ HB = %”LLa%aQ—%—zm/aQ—%“ =
.’172 9 ax
a ar — — — X ac — —.
4 2
ABC [=] x\/x,v/2 —x. AEB = \/x\/l——_‘/ _Z

Ergo ratio utriusque = = 3 vel posito FH = y. erit
2
ABC ) . ABC
5 Unter 15 — (: Sic potius SARED

1 Zur Figur: fig. 1. Hugen. de Circ. Magn. aucta gestr. L

1 Fig. 1: Leibniz hat das Kreissegment AEBFCDA mit den Punkten A-G und den zugehorigen
Verbindungsstrecken aus Chr. HUYGENS, a. a. O., S.1 (HO XII S. 121), iibernommen und die Figur dann

erweitert. 5 4/1— g: Leibniz iibernimmt den Wert EH =1 — /1 — g fir y aus S.45 Z. 15 nicht

richtig. Im Nenner des folgenden Bruches verwendet er den richtigen Wert, im Zéahler den falschen, wobei
ihm ein zusatzliches Versehen unterlauft. Die Fehler, zu denen weitere hinzukommen, beeintrichtigen die
restlichen Rechnungen. Leibniz bemerkt schliefflich Unstimmigkeiten und markiert falsche Aussagen.



ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 47

N. 23
2 422 422 432 442
xy_[:]\/x_yx:\/, xy+xg+xy3€to
g y— = (0 4y 16y

A 4
1
9_ —
10
1
Siz sit — fiet 10
10
1 1 1
40 20

x\/2—a::ﬁ\/1—%—,/1—g.ErgOQxQ—xSZBQ—@—ﬂ 1—5 Ergo 3? —

3 2 4
%—452932%—2523:3%—5—%—{—6:&3—%%—4:1:4—

@—2x2+x3:6 1—£ve1:ﬁ4— 16

4 2
2
42 + 25 = B2 — 52

T 63 xt
ﬁ4a6_§ 553 [16] 72 452 azﬁ 125 — .

+223a® +23a® —425a
—ab +4z%a?

T 5
—|—2a

b
6-9 Spaterer Zusatz: Vel pro (3, ponendo — fiet
a

4
bta? — 2a?b® +322a%h? —%ab +25

+223%q +23a® —42°a n 0.
—at +4xta?

T 3
+ 5 a

64 , a® _ 63,

6 Nebenrechnung: 4z° = —1—6£E + 6 16

15 422 =: Leibniz rechnet fortlaufend.
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Inveniatur per dioristicen intra quos terminos cadat valor ipsius 3. Inprimis si po-
natur maximus valor possibilis ipsius x, quo utemur, qui est valor ipsius BD, posito
radio = 1. Inventus limes ipsius [ sit ratio major minorve vera, Trianguli ABC' ad
AEB + BFC, et terminorum progressionis Geometricae hac ratione progredientium in
infinitum quaeratur summa, major minorve vera. Area portionis circuli intra hos duos
terminos cadet.

Hoc modo extractio quarumlibet radicum, quarum exponentes numeri progr. geom.
dupl. dabitur inventio quotcunque mediarum proportionalium, et sectio angulorum ejus-
modi universalis. Et hujus angulorum sectionis ope, etiam extractio radicum affectarum
omnium, et constructio geometrica omnium problematum hujusmodi, quod duplicem ha-
bet usum. Tum ut per numeros inveniamus statim latus cujuscunque polygoni inscripti
continua arcus dati subdivisione geniti, ac proinde appropinquationem quantumlibet ex-
actam. Tum vicissim, ut ejusmodi extractiones si opus sit ope angulorum compendio
geometrice efficiamus.

NB. EH=BG=1-,/1-7
LM:1—\/1—1+,/1—§
(EH)
/ T
sequens = 1— , | — 1+ 1—5

(LM)

Hinc et summa omnium H I, continuata in infinitum subsectione haberi potest. Item

ope Logarithmorum inveniri potest, latus cujuslibet polygoni inscripti subsectionibus

1-3  Dazu, am Rande: Ut 3 inveniatur velut numerus, cogitandum et x esse nume-

rum.
8 Uber proportionalium: falsum

15-19  Nebenbetrachtungen: \/x = \/\/x
2

T
1— il
:z:+4

20 Daruber: Male. Progressio non est geometrica sed ejus exponentes.
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arcus cujusdam dati, sine ullo calculo. Ac proinde appropinquatio quantumlibet exacta.
Tantum enim ex prima DI, extrahenda radix tot graduum, quot est exponens termini
progressionis Geometricae duplae, cujus laterum numero polygonum quaeratur. Quod fit
sola divisione ope Logarithmorum.

T
z=1-— 5 Extractio Radicis ex

2 Quad. ex za
4 quad. quad. ex za®
6 quad. quad. quad. ex za®

8 quad. quad. quad. quad. ex za’
Ac proinde Extractio Geometrica omnium Radicum purarum quarum exponentes
numeri dupl. progr. Geom.
Prout x alia atque alia assumitur eadem radix fit quaevis alia, quadratica v.g.
quadrato-quadratica.

Data LM statim datur AM, nempe V2LM — LM? et Area ALE + ENB = LM
V2LM — LM? = /2LM?3 — LM* = LM+/LM+/2 — LM seu

— a+b =a*—-0b?

1 (7)1—z - \/1— — ALE + ENB.

% W %
2\/,\/(7)cub.de1—g.

[\
»MQ

16  Dazu: v exponens radicis.
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1-24/(7) 1—g+2,\/,\/(7)cub- del—g—\/(%) 1—§:ALE+ENB.

~ sunt numeri progressionis Geometricae duplae continue crescentes. Unde patet

terminos ipsos non esse progressionis Geometricae, sed ipsorum exponentes. Uti fit qoque

in radicibus surdis per numeros rationales extractis.

2-4  Nebenbetrachtung: 1 1 0 gestr. L
2 6
4 64 60
8 512 504

16
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3. SERIES CONVERGENS AD CIRCULUM
[30. Dezember 1673 — Mitte 1674]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl.311. Ausschnitt ca 17,6 x 17,2 cm. 1 S. auf
BIl. 311 v°.
Cc 2, Nr. 00

Datierungsgriinde: Leibniz hat Exemplare von J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura,
und von Chr. HUYGENS, De circuli magnitudine inventa, am 30. Dezember 1673 von Huygens ausgelichen
(s. N.2). Die vorliegenden Betrachtungen zu Gregory diirften etwa gleichzeitig mit N. 2 entstanden sein.
Das im Haupttext verwendete Gleichheitszeichen = gebraucht Leibniz im fraglichen Zeitraum etwa bis
Mitte 1674.

Series convergens ad Circulum

CL2

a b. Sia=b. erunt duo termini sequentes : \/a2 \ﬁ Ergo etiam aequales.
a

a2

\/ab \m

12f.  Spdterer Zusatz am Rand:
Sit anc®* bnd

fiet ? d?
A3
cd —_
c¢—|—¢d
fiet ? d?
3
c
d )
¢ c+d
d 3
Sit ¢ nc?,e,c+dfiet cnec+edet cn @ L nce. Sit dn f — fe. fiet ¢ nef
l—e c+d
3

et 2 nefletd®n f2-2f2e+ fPe2etcdnef?—e2f? et

T d nc’en e?f. Ergo 4

termini ita stabunt: e? f?2 f2—2f2%e+ f2e?

6f2—€2f2 €2f

10
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Sit aliter: ©® a o) b vel a b
2ab 1 2.\/ab -
b —_— - 2 \/ab
> Vab e a+ /ab 2 a++/ab’ Va
/A
Lo
a++/ab
vel multiplicatis omnibus per \/ab vel posito /ab = \/c?d?, fiet
c? d? vel A &2
! - <A cd 1 ¢ ~p
2 ®+cd 2 c+d

Nota series illae convergentes semper sunt tales, ut positis a. b. aequalibus etiam
termini sequentes fiant aequales.

b
a b ¢ x. (E>,£ = —. Ponatur a = 1. eritque aequatio <E>, r=>bid
d d/" a a d

est quaeritur extractio radicis, potestatis cujus exponens aliter quam in nu