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VORWORT






Der sechste Band von Leibniz’ mathematischen Schriften umfasst die Aufzeichnun-
gen und Studien aus den Jahren 1673 bis 1676 zur arithmetischen Kreisquadratur. Da-
mit werden die Texte aus der Entstehungsgeschichte und dem Umkreis der Quadratura
arithmetica circuli ellipseos et hyperbolae zusammen mit dieser wohl umfangreichsten
mathematischen Abhandlung, die Leibniz jemals verfasst hat, zum grofiten Teil erst-
mals publiziert. Darin enthalten sind die ersten mathematischen Ergebnisse des Paris-
Aufenthalts, mit denen sich Leibniz urspriinglich der wissenschaftlichen Offentlichkeit
prasentieren wollte, vor allem die Summierung von unendlichen Reihen, die von ihm
als ,arithmetisch® bezeichnete Quadratur des Kreises und der Kegelschnitte sowie der
Logarithmus-Kurve. Die Bedeutung der Schrift liegt nicht zuletzt in der ersten stren-
gen Begriindung der infinitesimalgeometrischen Methode der Kurvenquadratur. Leibniz
wendet diese Methode exemplarisch auf die Quadratur der Zykloide und der héheren
Hyperbeln und Parabeln an. Besonderen Wert legt er auf die praktische Anwendung der
von ihm behandelten Reihen fiir Naherungsrechnungen.

Dr. Uwe Mayer bearbeitete die Stiicke N.1, 9, 10, 13, 15, 16, 17, 20, 22, 26, 32,
34, 35, 38, 47, Dr. Siegmund Probst die iibrigen Stiicke bis auf N.51, das zwischen
den Bearbeitern aufgeteilt wurde. Die Schlussredaktion (einschliefllich Datierungen und
Verzeichnissen) wurde gemeinsam durchgefiihrt. Fiir die Erfassung der Stiicke ist Susanne
Bawah, Manuela Mirasch-Miiller und Yixiao Wang zu danken.

Der Akademie der Wissenschaften zu Gottingen danke ich fiir die finanzielle Un-
terstiitzung unserer Arbeit und der Leitungskommission der Gottinger und der Berlin-
Brandenburgischen Akademie der Wissenschaften fiir die stete Betreuung der Belange
der Editionsstelle.

Dem Ltd. Direktor Dr. Georg Ruppelt und den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern
der Gottfried Wilhelm Leibniz Bibliothek — Niedersédchsische Landesbibliothek Hannover
ist fiir die hilfreiche Unterstiitzung und gute Zusammenarbeit zu danken. Bei der Bear-
beitung konnten gelegentlich Transkriptionen von Prof. Dr. Conrad Miiller (Hannover)

aus den 30er und 40er Jahren des 20. Jahrhunderts verglichen werden. Fiir Hinweise ist
Florin-Stefan Morar (Bielefeld/Harvard) zu danken.



X1V VORWORT

Prof. Dr. Manfred Breger hat freundlicherweise die unter Linux laufenden Pro-
gramme und Datenbanken bis Juni 2012 betreut. Der Satz ist mit Hilfe des von John
Lavagnino (Massachusetts) und Dominik Wujastyk (London) entwickelten TEX-Macro-
pakets EDMAC und den von Prof. Dr. Herbert Breger fiir die Leibniz-Ausgabe erarbei-
teten Anpassungen erstellt worden. Dr. Uwe Mayer, der die Macro-Erstellung unter TEX
weiterentwickelt hat, ist ebenso zu danken wie Jiirgen Herbst fiir die Linux-Betreuung.
Die Figuren wurden mit den Programmen WINGEOM und WINPLOT von Richard Par-
ris (Phillips Exeter Academy, Exeter, NH) erstellt und in TEX weiter bearbeitet. Fiir gute
Zusammenarbeit danke ich Herrn Peter Heyl vom Akademie-Verlag in Berlin. Der Verlag
hat wieder eine pdf-Datei zum Ausdruck erhalten. Seit November 2009 standen Teile des
Bandes in unkorrigierter Fassung im Internet. Auf die Konkordanzen und Kumulierungen

im Internet (http://www.leibniz-edition.de) sei verwiesen.

Hannover, September 2012 Michael Kempe
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Der vorliegende Band enthélt die Studien, Entwiirfe und Aufzeichnungen des Zeitraums
von 1673 bis 1676 zur arithmetischen Kreisquadratur, soweit sie nicht aus formalen
Griinden schon im Briefwechselband (II1,1 N. 29, 385, 395, 72, 73) oder wegen des Uber-
wiegens anderer thematischer Schwerpunkte in fritheren Banden der Reihe VII abge-
druckt wurden (VII, 1 N.34; VII, 3 N.23-26, 34; VII, 4 N.42-45; VII,5 N. 68, 69).

Die Texte des Bandes wurden zu 51 Hauptnummern zusammengefasst, von denen
nur vier, alle von Juni bis August 1676 entstanden, von Leibniz selbst datiert wurden
(N.23, 27, 32, 42). Zwei Drittel des Bandes sind Erstdrucke, fiinf Stiicke (N. 8, 19, 20, 49,
51) waren bisher ganz oder teilweise im Druck zugénglich. Den groiten Anteil daran hat
die Abhandlung De quadratura arithmetica circuli ellipseos et hyperbolae cujus Corolla-
rium est trigonometria sine tabulis (N.51). Sie wurde 1934 in einem Teildruck der Mar-
burger Dissertation von L. Scholtz erstmals in Ausziigen gedruckt (vgl. S. 178 u. S. 520).
Eine vollstandige kritische Edition der Abhandlung publizierte schliefllich E. Knobloch
1993 (LQK). In N. 8 wird ein urspriinglich in Band III, 1 N. 39; ohne Lesarten gedruckter
Text in revidierter Form ediert. Die Praefatio opusculi de Quadratura Circuli Arithmetica
(N.19) wurde bereits von C.I. Gerhardt verdffentlicht. Zwei weitere, urspriinglich von
Gerhardt separat gedruckte Texte, einer davon ist auch in VI, 3 N. 54 ediert, bilden zu-
sammen mit dem erstmals in VI, 3 N. 545 publizierten Manuskript einen umfangreicheren
Entwurf eines Teils der Einleitung fiir die Abhandlung zur arithmetischen Kreisquadratur
(N. 49).

Chronologisch lassen sich die Texte dieses Bandes im Wesentlichen in drei Gruppen
gliedern: Die erste besteht aus Aufzeichnungen von Herbst 1673 bis Herbst 1674 und um-
fasst langere Darstellungen der arithmetischen Kreisquadratur (N. 1, 4) und Vorarbeiten
(N.5, 7, 8) fiir die Abhandlung, die Leibniz im Oktober 1674 an Huygens gegeben hat
(ITI, 1 N.392). Hinzu kommen Exzerpte aus von Leibniz studierten Schriften von Huy-
gens und Gregory (N. 2, 3) sowie ein Stiick mit verschiedenen Notizen und Rechnungen
(N.6). Zum weiteren Umkreis dieser Gruppe gehdren Studien, die in fritheren Bénden
der Ausgabe publiziert wurden (VII, 3 N.23-26, 34; VII, 4 N.42-45).

Aus dem folgenden Jahr stammt lediglich eine Aufzeichnung mit der Kreisreihe
(N.10), die in Zusammenhang mit einem Gespréich mit Dechales vom 10. Oktober 1675
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(VIL,5 N.32) steht; etwa aus derselben Zeit gibt es eine Gesprachsaufzeichnung mit
Tschirnhaus, die ebenfalls die Kreisreihe enthalt (VII, 5 N.42). In einem weiteren Band
der Ausgabe sind aus diesem Jahr auflerdem zwei Texte in franzosischer Sprache gedruckt,
die Entwiirfe fiir einen Aufsatz zur Kreisquadratur im Journal des Scavans enthalten
(ITI, 1 N.72, 73). Schwer zu datieren sind die kurzen Aufzeichnungen N.9 u. N. 11, die
moglicherweise 1674 bzw. 1674-1676 entstanden sind.

Die umfangreichste Gruppe bilden die Entwiirfe und Ausarbeitungen einer umfas-
senden Abhandlung iiber die arithmetische Kreisquadratur aus dem Jahr 1676 (N. 14,
15, 20, 28, 51) mit zahlreichen Ergénzungen und Erweiterungen (N. 16, 18, 21, 24, 25,
27, 29-37, 42, 43, 48, 50) sowie den Entwiirfen fiir eine Einleitung zu dieser Abhand-
lung (N. 19, 39, 40, 41, 49). Hinzu kommen ein Exzerpt aus Mengolis Circolo (N.13),
gemeinsam mit Ozanam (N.44) bzw. Tschirnhaus (N. 22, 36, ) angefertigte Gespréchsno-
tizen, sowie Aufzeichnungen mit Approximationsrechnungen, die Mohr (N. 17, 26) und
Tschirnhaus (N. 38) fiir Leibniz durchgefiihrt haben. Weitere Detailuntersuchungen und
Aufzeichnungen sind enthalten in N. 12, 23, 45-47. Insgesamt machen die im Jahr 1676
entstandenen Texte einen Anteil von etwa 85 % des Bandumfangs aus.

Quellen

Im Vergleich zu den vorhergehenden Banden der Reihe VII ist das Schriftenverzeich-
nis des vorliegenden Bandes deutlich umfangreicher. Dies hat seinen Grund vorwiegend
darin, dass die historischen Darstellungen in den Entwiirfen fiir die Einleitung und ent-
sprechende Bemerkungen in den Abhandlungstexten selbst naturgeméafl eine Vielzahl von
Quellen nennen, die Leibniz direkt oder indirekt zugénglich waren. Diese bilden im We-
sentlichen zwei Gruppen: Die erste besteht aus Autoren, deren Werke den historischen
und in mancher Hinsicht auch den theoretischen Hintergrund der arithmetischen Kreis-
quadratur abstecken, der von Leibniz ausfiihrlich diskutiert wird. Viele dieser Quellen
erscheinen nur in den oben genannten Texten und besitzen in der Regel keinen enge-
ren inhaltlichen Bezug zur Abhandlung. Dies gilt beispielsweise fiir die antiken Autoren
mit Ausnahme von Archimedes. Erwartungsgemaéf ist dieser der weitaus am haufigsten
erwahnte antike Mathematiker, natiirlich vor allem wegen seiner Abhandlung zur Kreis-
messung, aber auch wegen seiner Quadraturmethoden (N.2, 7, 8, 14, 19, 20, 28, 39-41,
49, 51). Genau wie bei den anderen Autoren seiner Epoche erscheint sein Name aber
hauptsachlich in den historischen und systematischen Abschnitten der Entwiirfe fiir die
Einleitung. Euklid wird nur selten genannt (N.7, 19, 20, 49), in der letzten Fassung

der Abhandlung fehlt sein Name ganz. Namentliche Erwahnung finden auflerdem noch
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Apollonius (N.7, 20, 49), Diophant, Eutokios und Pappus (N.49). Eine dhnliche Rolle
spielen bei den mittelalterlichen und modernen Autoren Bombelli, Cardano, Clavius, dal
Ferro, Ferrari, Galilei, Girard, Ibn-al-Haitham, Kepler, al-Khwarizm1, Prestet und Tar-
taglia (N.49). Wichtiger sind die Tangenten- und Extremwertmethoden bzw. -sitze, bei
denen Leibniz auf Descartes und Fermat (N. 20, 49) bzw. Ricci und Sluse (N. 15, 20, 51)
verweist, und die Verwendung von konvergierenden Ordinaten bei Desargues und Pascal
(N. 14, 20, 49, 51). Relativ groBen Umfang nehmen die Auseinandersetzungen mit der
von Viete (N.7, 14, 20, 23, 27, 28, 40, 41, 49, 51) begriindeten symbolischen Algebra und
deren Anwendung auf die Geometrie durch Descartes (N. 1, 7, 14, 15, 19, 20, 40, 41, 49,
51) ein.

Die fiir den Inhalt der Studien und der Abhandlungen zur arithmetischen Kreisqua-
dratur wichtigen Quellen lassen sich wiederum grob in zwei Gruppen unterteilen, die sich
aber durchaus tiberschneiden: Die erste besteht aus denen, die direkten Bezug zur Kreis-
reihe haben oder die Kreisquadratur bzw. Kreisapproximationen behandeln, die zweite
aus solchen, die fiir die weiteren Themen der Abhandlung, ndmlich die Grundlegung der
Quadraturmethode mit Infinitesimalen, die Summierung unendlicher Reihen oder die
Quadratur verschiedener Kurven von Bedeutung sind.

Neben der Approximation in der Dimensio circuli von Archimedes bilden die Er-
gebnisse von Ludolph van Ceulen (N.1, 2, 13, 19, 27, 28, 41) und Snell (N.1, 2, 19,
41) einen wiederkehrenden Bestandteil des Hintergrundwissens von Leibniz, sie werden
aber in den spateren Fassungen der Abhandlung selbst nicht mehr erwahnt. Gregorys
Ergebnisse zur Kreisquadratur kennt Leibniz durch Artikel in den Philosophical Trans-
actions und seit 1673 aus seinem Exemplar der Ezercitationes geometricae (vgl. VII, 4
N.8 u. VIL,5 N.47), er spielt auf sie schon in N.1 an. Am 30. Dezember 1673 leiht er
sich von Huygens dessen De circuli magnitudine inventa (vgl. N.2) und Gregorys Vera
circuli et hyperbolae quadratura (vgl. N.3); auf beide Werke bezieht sich Leibniz kurze
Zeit spater in N.4. Gregorys Werk zitiert oder verwendet er mehrmals in den Texten
von 1676 (N.18, 19, 28, 41, 48, 49), in N.51 erwdhnt er ihn aber nicht mehr. Ebenso
spielen die vorher studierten Approximationsmethoden von Huygens (N.2, 46) und das
unendliche Produkt von Wallis (N.7, 19, 41) dort keine Rolle. In der Praefatio opusculi
de quadratura arithmetica circuli (N.19) verweist Leibniz aulerdem auf die bei A. Me-
tius iiberlieferte Kreisapproximation, die er hochstwahrscheinlich aus seiner Lektiire von
Barrows Lectiones geometricae, 1672, kennt.

Mit den Kreisreihen von Newton und Gregory, die Oldenburg im Brief vom 22. April
1675 (III,1 N.495 S.232-235) {ibermittelt, befasst sich Leibniz anscheinend zunéchst
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nicht, wie sein Brief an Oldenburg vom 20. Mai 1675 (III,1 N.51 S.247) und das Feh-
len von Rezeptionsspuren in den iiberlieferten Handschriften vermuten lassen. Erst 1676,
nach einer Mitteilung von Georg Mohr, nimmt er die Kreisreihe von Newton zur Kennt-
nis, iiber die er sich im Brief an Oldenburg vom 12. Mai 1676 duflert (III, 1 N.80; S.375f,;
vgl. N. 17 u. N.47). Leibniz’ Lektiire der Epistola prior von Newton (III,1 N.885) Ende
August 1676 findet dann unmittelbaren Niederschlag in einer Ergédnzung zu N. 2 und in
N.51 im erganzten Scholium zu prop. XXIX. Gregorys Kreisreihe scheint Leibniz wei-
terhin nicht zu berticksichtigen, bis er sie bei seinem zweiten Aufenthalt in London im
Oktober 1676 aus der Historiola exzerpiert (III,1 N. 885 S.496).

FEingehend setzt sich Leibniz dagegen mit Gregorys Beweisversuch der Unmoglichkeit
einer algebraischen Kreisquadratur aus der Vera quadratura auseinander, vor allem in
N. 28 und dem etwa zeitgleich entstandenen VII, 3 N.60. SchliefSlich verlegt er aber die
Behandlung dieses Themas in die Entwiirfe fiir die Einleitung (N.41, 49) und setzt an
den Schluss seiner Abhandlung einen eigenen Beweisversuch (N. 51 prop. LI). Fiir diesen
und die Vorarbeiten dazu verwendet Leibniz Ergebnisse iiber Winkelteilungen von Viete
(N.27, 28, 51), dessen Beitrag zur Kreisapproximation er ebenfalls kennt (N.41).

Seine strenge Begriindung der Quadraturen mit infinitesimalgeometrischen Metho-
den sieht Leibniz als Weiterfithrung der archimedischen Traditionslinie in der Geometrie
an. Mit ihnen will er die seiner Ansicht nach zu begrenzten Ansétze von Cavalieri (7,
14, 20, 28, 41, 49, 51) und Guldin (N. 7, 20, 41, 49) erweitern und die seitdem erreichten
Ergebnisse auf eine sichere Grundlage stellen. Von seinen Vorlaufern auf dem Gebiet der
Quadratur der hoheren Parabeln und Hyperbeln setzt sich Leibniz in erster Linie mit Ca-
valieri (N. 28), Fermat (N. 20, 28, 49, 51) und Wallis (N. 1, 20, 28, 49, 51) auseinander. Fiir
die Quadratur der Hyperbel sind neben den bereits genannten Brouncker und Mercator
auch Saint-Vincent (N. 1, 7, 20, 34, 41, 49, 51) und Sarasa (N. 1) von Bedeutung, durch
deren Ergebnisse die Quadratur der Hyperbel auf den Logarithmus zuriickgefiihrt wurde.
AuBlerdem erwahnt Leibniz die Ergebnisse von Wallis bei der Quadratur der Konchoide
(N.49), von Huygens und Wallis bei der Zissoide (N. 4, 20, 49, 51) und geht ausfiihrlich
auf die Autoren ein, die sich mit der Zykloide befasst haben (N.18;, 20, 41, 49, 51).
Erwahnt werden auflerdem noch Torricellis Solidum hyperbolicum acutum (N. 20, 34,
49, 51) und die Slusesche Perle (N.49).

Im Herbst 1672 16st Leibniz das Problem der Summierung der reziproken Dreiecks-
zahlen ohne unmittelbare Verbindung zum Problem der Kurvenquadraturen (VII, 3 N. 2).
Es wird ihm jedoch schnell bewusst, dass er mit Brouncker (vgl. N.28, 41, 49, 51) und
Mercator (vgl. N.1, 4, 6, 7, 41, 48, 49, 51) Vorlaufer auf diesem Gebiet hat, welche
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bei der Hyperbel die Reihensummierung fiir die Losung eines Quadraturproblems aus-
nutzten. Diese Autoren nennt er wiederholt in den Texten des vorliegenden Bandes, von
Mercator iibernimmt er die Entwicklung eines Bruches mit einem Binom im Nenner in
eine unendliche Reihe durch fortgesetzte Division, wodurch er letztlich seine Kreisreihe
gewinnt. Auch die verschiedenen Resultate von Wallis erwéhnt Leibniz mehrfach (N. 1,
4,7, 41, 49). Im Zusammenhang mit der Darstellung einiger seiner Reihensummierungen
im harmonischen Dreieck geht Leibniz auch auf Pascals arithmetisches Dreieck ein (N. 28,
51). Anders verfdhrt er im Fall von Mengoli, der schon frither Reihensummierung und
Quadraturen systematisch verbunden hatte. Obwohl Leibniz bereits 1673 in einem Brief
von Oldenburg auf die Reihensummierungen in Mengolis Novae quadraturae arithmeti-
cae, 1650, hingewiesen wird (III,1 N.135 S.60), die seine Summierung der reziproken
figurierten Zahlen vorwegnehmen, hat er wohl erst im April 1676 Gelegenheit, ein Werk
Mengolis zu studieren. Es handelt sich dabei um eine aktuellere Publikation, Circolo,
1672, in der Mengoli aufler seinen fritheren Ergebnissen auch das Wallis’sche Produkt fiir
den Kreis herleitet und das harmonische Dreieck verwendet. Leibniz fertigt umfangreiche
Exzerpte daraus an (N.13; VII,3 N.575), erwdhnt Mengoli aber in seiner Abhandlung
zur Kreisreihe nicht.

Gespréche mit Tschirnhaus (N. 22, 36;) und Ozanam (N. 44) sind durch Handschrif-
ten mit gemeinsamen Notizen dokumentiert. Eine Bemerkung iiber einen Hinweis von
Tschirnhaus zum Zusammenhang von Hyperbel und Sekans hat Leibniz in N.20 u. in
N.51 gestrichen. Aufzeichnungen von Mohr (N. 17, 26) und Tschirnhaus (N. 38) fiir Leib-
niz enthalten Naherungsrechnungen mit der Kreisreihe und der Sinus- bzw. Kosinusreihe
und Fehlerabschatzungen. Leibniz’ Aufzeichnung N. 47 geht auf eine Mitteilung von Mohr
zuriick. Eine miindliche Mitteilung von Roberval iiber Fermats Quadratur der hoheren
Parabeln und Hyperbeln erwahnt Leibniz in N. 49, in N. 51 hat er sie gestrichen.

Themenschwerpunkte

In der Zeit seines Aufenthalts in Mainz hat Leibniz sich wohl vereinzelt mit Qua-
draturen beschéftigt (z.B. VII,4 N.4), sich dann aber — zumindest was die praktische
Anwendung betrifft — mit Naherungslosungen zufrieden gegeben, die er fiir beliebige Kur-
ven entwickeln wollte (II,1 (2006) N.84 S.262f.; II,1 (2006) N.87 S.286). Dies adndert
sich in Paris, als er die ihm von Huygens gestellte Aufgabe zur Summierung der Reihe
der reziproken Dreieckszahlen 16st. Bereits seit Ende 1672/Anfang 1673 entstehen Stu-
dien, in denen er sich mit Kreispolygonen und der Kreisquadratur befasst (VII, 1 N. 3 u.
6; VII,3 N.6). Die Suche nach einer Losung fiir das Problem der Kreisquadratur bildet
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auch den thematischen Schwerpunkt seiner Untersuchungen zur Infinitesimalmathema-
tik im Jahr 1673 (VII, 4). Leibniz erarbeitet sich im Laufe dieses Jahres die wesentlichen
mathematischen Hilfsmittel, die ihn zur Entdeckung der Kreisreihe fithren, die Transmu-
tationsmethode zur Berechnung von Flachen unter Kurven und die von Nicolaus Mercator
iibernommene Methode der Reihenentwicklung durch fortgesetzte Division, wie aus den
in den Banden VII, 3 und VII, 4 publizierten Texten hervorgeht.

(1) Arithmetische Kreisquadratur

(a) Entstehungsgeschichte

Im Herbst 1673 findet Leibniz die Kreisreihe und versucht, das Ergebnis in einer
Abhandlung darzustellen, die in zwei Entwiirfen erhalten ist: Im ersten Ansatz (VII, 4
N.42) unterlduft ihm ein Rechenfehler, den er nur ansatzweise korrigiert. Danach unter-
nimmt er einen neuen Anlauf und leitet die Kreisreihe in dieser zweiten Fassung korrekt
ab (N.1). Zum direkten Umkreis dieser frithesten Abhandlung gehéren aulerdem einige
Texte, die in den Bénden VII, 3 (N.23-25) und VII, 4 (N.43-45) gedruckt sind.

Etwas spéter, jedenfalls bis Mitte 1674, arbeitet Leibniz eine neue Fassung aus (N. 4),
in die er Naherungswerte aufnimmt, die sich teilweise auf die Rechnungen in VII, 3 N. 26
stiitzen. Kurz nach N.4 diirften die Rechnungen von VII, 3 N. 34 anzusetzen sein. An-
schlieend arbeitet Leibniz an einer Darstellung, die zur Verbreitung seines Ergebnisses
bestimmt ist. Wahrend er einen Entwurf (N. 8) wie die fritheren Fassungen in lateinischer
Sprache schreibt, gibt er seinem Mentor Huygens anschliefend eine franzosische Version
zur Einsicht (III,1 N.39;). Weitere franzosische Entwiirfe aus dieser Zeit sind N.5 u.
N.7. Ein Jahr spéter arbeitet Leibniz an einem Text in franzosischer Sprache, der als
Aufsatz fiir das Journal des S¢avans konzipiert ist. Davon sind drei Entwiirfe iiberliefert:
Die ersten beiden geben eine kurze Darstellung der Quadratur (III,1 N.72), der dritte,
fragmentarische, stellt einige Sétze ausfiihrlicher dar (II1,1 N.73).

Im Jahr 1676 verfasst Leibniz in lateinischer Sprache die weiteren Entwiirfe und
Ausarbeitungen N. 14, 20, 28, 51. Die fritheste Ausformulierung, welche die ersten sie-
ben von insgesamt 51 Theoremen der letzten Fassung der Quadratura und einige der
danach folgenden Definitionen enthalt, stammt wahrscheinlich aus dem Frithjahr 1676
(N.14). Das danach entstandene Stiick N. 15 iiberliefert ein Inhaltsverzeichnis, das von
den ersten acht Sétzen jeweils das Initium bzw. eine Zusammenfassung angibt, insge-
samt etwa den prop. [-XV von N.51 entspricht und damit mehr als N. 14 und weniger
als N. 20 umfasst. Die darin genannten Sétze von Sluse und Ricci sind vor dem Aquiva-

lent von prop. XV eingeordnet und als einzige Eintrige mit Seitenangaben (pag. 42 bzw.
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pag. 43) gekennzeichnet. Leibniz entscheidet sich moglicherweise zu diesem Zeitpunkt, die
prop. XV zu den Tangenten der einfachen analytischen Kurven mit den Satzen von Ricci
bzw. Sluse zu beweisen und auf die in VII,5 N.68 u. 69 iiberlieferten Ansétze zu ver-
zichten. Wihrend die erhaltenen Manuskripte von N. 14, 20, 28 und 51 auf unpaginierte
Bogen im Format 2° geschrieben sind, miisste sich das Inhaltsverzeichnis in N. 15 auf ein
paginiertes Manuskript beziehen, dessen durch das Inhaltsverzeichnis abgedeckter Teil
aus etwas mehr als 43 Seiten bestand. Da dieser Teil inhaltlich héchstens einem Anteil
von 25 Seiten des auf insgesamt 28 Seiten geschriebenen N. 20 entspricht, miisste dieses
Manuskript auf Blattern oder Bogen im Format 4° geschrieben worden sein. Ein solches
ist bisher nicht gefunden worden, moglicherweise war aber das Blatt mit der Reinschrift
von N. 18; urspriinglich dafiir vorgesehen. N. 20 besteht aus 20 nummerierten Satzen, die
inhaltlich ungefahr den prop.[-XXV von N. 51 entsprechen. N. 28 enthélt eine Fortset-
zung von N. 20, die etwa den prop. XXV-XLII u. XLIX-LI von N. 51 entspricht, die Satze
sind in N. 28 aber noch nicht nummeriert. Eine Reihe weiterer Texte dokumentiert die
Ausarbeitung der Abhandlung zwischen N. 20 bzw. N.28 und N.51: N. 24, 25 u. 27 sind
vor dem Abschluss von N. 28 entstanden, ihre Resultate tibernimmt Leibniz aber erst in
N.51. N. 29-31 schreibt Leibniz im Anschluss an N. 28. Vermutlich danach sind N. 32-35,
37, 42, 43 u. 48 wahrend der Arbeit an N.51 entstanden. N. 32 ist auf Juli 1676 datiert,
N.42 auf August 1676. Im Anschluss verfasst Leibniz N. 43 u. 48; er verwendet Werte,
die er in diesen Texten berechnet, in prop. L von N.51.

Leibniz berichtet wiederholt, dass er die Entdeckung der Kreisreihe noch 1673 sei-
nen Freunden mitgeteilt habe (z.B. N.39, 49). Bereits auf LH 35 XII 2 Bl. 162v°, der
letzten Seite des Bogens mit der ersten Ausarbeitung zur Kreisquadratur vom Herbst
1673 (VII, 4 N.42), befinden sich noch nicht gedruckte Aufzeichnungen von Leibniz und
Ozanam. Dieser erfahrt also moglicherweise bereits damals von der Kreisreihe, die auf
der Vorderseite des Blattes notiert ist. Einen spéateren Beleg von Juli — September 1676
liefert die Gesprachsaufzeichnung N. 44, in der sich die Kreisreihe auf derselben Seite des
Blattes befindet wie einige Notizen von Ozanam, die darunter geschrieben sind. Anlass-
lich eines Besuches zum Jahreswechsel 1673/74 leiht Huygens Leibniz zwei Biicher zur
Kreisquadratur (vgl. N.2 u. 3); es ist zu vermuten, dass Leibniz spétestens bei dieser
Gelegenheit iiber seine neueste mathematische Entdeckung berichtet. Jedenfalls ist es
hochst unwahrscheinlich, dass Leibniz Huygens nicht vor seinem Schreiben vom 15. Juli
1674 an Oldenburg (III,1 N.30 S.120) informiert. Im Oktober 1674 gibt Leibniz eine
franzosische Ausarbeitung (III,1 N.395) an Huygens und erhilt sie von diesem mit dem
Brief vom 6. November 1674 zuriick (III, 1 N. 40). Ebenfalls im Oktober 1674 teilt Leibniz
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Mariotte in einem Gespréch die Kreisreihe mit (VII, 1 N.137), auflerdem vermutlich in
einer weiteren Mitteilung (III,1 N. 38; vgl. III,2 N.31). Tschirnhaus erfiahrt kurz nach
seiner Ankunft in Paris, wohl im Oktober 1675, von der Kreisreihe (VII,5 N.42; vgl.
auch N.22). Mohr verwendet die Kreisreihe in N. 26.

Leibniz lasst bei seiner Abreise aus Paris Anfang Oktober 1676 ein Manuskript
mit einer Fassung der Quadratura zuriick, die sein Freund Soudry abschreiben und fiir
den Druck vorbereiten soll. Wann Leibniz dieses Manuskript an Soudry gibt, lasst sich
nicht genauer bestimmen. Moglicherweise dienen auch das Figurenblatt von N. 20 und
das Manuskript von N.51 Soudry zeitweise als Vorlage, denn sie enthalten Hinweise zur
Gestaltung der Figuren bzw. zur Anordnung des Textes in franzdsischer Sprache (vgl.
S. 179, 183, 214, 217, 535, 587, 590). Es gibt allerdings keine Hinweise darauf, dass eines
dieser beiden tiberlieferten Manuskripte erst nach der Abreise aus Paris am 4. Oktober
1676 wieder in den Besitz von Leibniz gelangt ist. Die Publikation des Textes verzogert
sich, Soudry kommt 1678 ums Leben und das bei ihm verbliebene Manuskript gelangt
iber einen Bruder von Soudry an F.A. Hansen (I,2 N.357 S.372). Dieser wiederum
lasst es im August 1679 Brosseau, dem hannoverschen Residenten in Paris, iibergeben,
der es im Oktober 1679 mit anderen Besitztiimern von Leibniz dem Kaufmann Arontz
(vermutlich Isaac Aron bzw. Ahrends) anvertraut (I,2 N.516 S.519, N.519 S.521): Das
Paket mit der Handschrift fiir Leibniz geht jedoch, wohl durch Diebstahl oder Raub, auf
dem Transport nach Hannover verloren (HO VIII, N. 2285 S.403; 1,3 N.520 S.579). Es
konnte sein, dass es sich bei dem verschollenen Manuskript um die aus N. 15 erschliefSbare
Handschrift in 4° handelt, jedenfalls verwendet Brosseau am 25. August 1679 fiir das ihm
ibergebene Manuskript eine solche Formatangabe (I,2 N.509 S.515).

(b) Inhaltsiibersicht
Die Entwiirfe fiir die Abhandlung, in der Leibniz seine arithmetische Kreisquadratur
der Offentlichkeit prisentieren will, enthalten bis zum Herbst 1674 im Wesentlichen die
Herleitung der Kreisreihe, indem er durch die Transmutation aus dem Kreis die figura seg-
mentorum gewinnt, deren Gleichung in eine unendliche Reihe entwickelt und schlie3lich
die Quadratur fiir jeden Term der Reihe durchfiihrt.

Zwischen Ende 1675 und Sommer 1676 fiigt Leibniz den Darstellungen sukzessive
weitere Inhalte hinzu und erweitert sie schliefflich zu einer Abhandlung, in der er Quadra-
turen mit der Infinitesimalmethode iiberhaupt streng begriindet (vgl. Scholtz, Grundle-
gung, S.13-40) und die Quadratur der hoheren Parabeln und Hyperbeln sowie die arith-
metische Quadratur der Kegelschnitte leistet. Neben der Darstellung weiterer Reihensum-

mierungen, vor allem im harmonischen Dreieck, versucht er, die durch die arithmetischen
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Quadraturen gewonnenen Reihen fiir die praktische Berechnung von trigonometrischen
Groflen und Logarithmen nutzbar zu machen und die Unmoglichkeit einer allgemeinen
Kreisquadratur zu beweisen.

Wie E. Knobloch festgestellt hat (LQK S.14-19), ldsst sich der Inhalt der Ab-
handlung in drei Gruppen gliedern, die Leibniz durch die Scholien zu prop. XI und
XXV zusammenfasst: einen ersten Teil (prop. I-XI) mit allgemeinen Sétzen zur Grund-
legung der Quadraturen mittels der Infinitesimalmethode und zur Transmutationsme-
thode, einen zweiten Teil (prop. XII-XXV) mit Anwendungen auf spezielle Kurven wie
die Zykloide, den Sekans, die Parabel und die hoheren Parabeln und Hyperbeln. Der
dritte Teil (prop. XXVI-LI) ist durch Einfligungen nach dem Abschluss von N. 28 sehr
umfangreich ausgefallen. Diese bestehen im Wesentlichen aus den prop. XLIV-XLVIII,
mit denen Leibniz die Eingliederung der praktischen Anwendung der trigonometrischen
und logarithmischen Reihen in prop. L vorbereitet. Urspriinglich wollte er diese Trigo-
nometria sine tabulis der Abhandlung als Anhang anfiigen. Der Schlussteil umfasst nun
neben der Summierung verschiedener unendlicher Reihen die arithmetische Quadratur
des Kreises, der Ellipse und der Hyperbel, die Reihenentwicklung von Sinus, Kosinus und
Logarithmus und ihre Verwendung fiir die praktische Berechnung dieser Groflen sowie
einen Beweisversuch fiir die Unmoglichkeit einer allgemeinen Kreisquadratur.

Prop. I, als Lemma bereits in N. 1 sowie in III, 1 N. 72 u. 73 enthalten, beschreibt die
Umwandlung einer Dreiecksflache in eine bestimmte Rechtecksfliche und ermoglicht so in
prop. VII die Transmutation eines in infinitesimale Dreiecke zerlegten Kurvensegments
in ein flachengleiches Segment einer geeigneten Kurve, das in infinitesimale Rechtecke
zerlegt ist. Im urspriinglichen Ansatz von N. 14 folgt das Aquivalent von prop. VII un-
mittelbar auf prop. I. Leibniz erarbeitet dann sukzessive in umgekehrter Reihenfolge die
fiir den Beweis von prop. VII verwendeten prop. II-VI. Prop. IV enthélt eine Dreiecks-
ungleichung fiir die Differenzen von Folgentermen. Die strenge Grundlegung der Kur-
venquadratur in prop. VI operiert nicht mit einer Approximation durch ein- und umbe-
schriebene Polygone, sondern mit Treppenfiguren. Thre Giiltigkeit erstreckt sich auf alle
Abschnitte einer Kurve, in denen diese stetig ist und weder zur Abszissenachse senk-
rechte Tangenten noch Wendepunkte besitzt. Leibniz zeigt, dass die Differenz zwischen
der Fldche unter der Kurve und der Flache der Treppenfigur so klein gemacht werden
kann, dass sie jede beliebige vorgegebene Grofie unterschreitet. Die Zerlegung einer Kur-
venflache in infinitesimale Parallelogramme, die mit dem Verfahren der Indivisiblenme-
thode korrespondiert, stellt einen einfacheren Spezialfall dar, wie Leibniz betont, und ist

durch prop. VI ebenfalls abgedeckt. Den Transmutationssatz formuliert Leibniz in seiner
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allgemeinen Form (prop. VII) in N. 14 und gibt fiir ihn einen klassischen Widerspruchs-
beweis. Der speziellere Segmentsatz (prop. VIII) erscheint bereits in N.1 und geht auf
die infinitesimalmathematischen Studien von 1673 zuriick (vgl. VII, 4). Die prop. IX-XI
sind Anwendungen von prop. VII und stellen weitere Beziehungen zwischen einzelnen
Flachen der urspriinglichen und der durch die Transmutation erzeugten Kurve her.

Der Abschnitt der Anwendungen auf spezielle Kurven bzw. Kurventypen beginnt
mit zwei Sétzen zur Zykloide: Die Quadratur der Retorta der Zykloide (prop. XII) geht
auf N. 20 und 30 zuriick, die Quadratur eines speziellen Zykloidensegments (prop. XIII)
hat Leibniz auf andere Weise bereits 1673 bewiesen (VII,4 N.17). Dies gilt auch fiir
die folgende prop. XIV iiber den Sekans, die besagt, dass die Flachen unter der Kurve
den Winkeln der zugehorigen Kreissektoren proportional sind (vgl. VII,4 N.34). Die
Satzgruppe prop. XV-XXV befasst sich mit der Quadratur der einfachen analytischen
Kurven, also vor allem der hoheren Hyperbeln und Parabeln. Leibniz hebt im Scholium
nach prop. XXV hervor, dass er diese bekannten Quadraturen als Erster streng und
umfassend beweist. Ansétze fiir die Einbeziehung dieses Themas in die Abhandlung zur
Kreisquadratur finden sich schon in ITI,1 N.73, besonders hinsichtlich der Quadratur
der hoheren Parabeln, die fiir die Quadratur der Terme der Kreisreihe erforderlich ist
(prop. XXIV-XXV). Neu hinzugekommen ist hier ab N.20 vor allem die Behandlung
der Quadratur unendlich langer Figuren endlichen Flécheninhalts (prop. XX-XXIII). Im
Scholium zu prop. XXIII verteidigt Leibniz den Einsatz fiktiver unendlich kleiner und
unendlicher Groflen, den er fiir weniger fehleranfillig hélt als die Indivisiblenmethode.

Im dritten Teil befasst sich die erste Halfte der Satze mit der Anwendung der Trans-
mutation auf den Kreis. Zunéchst formuliert Leibniz die Verhéltnisgleichung zur Summe
der geometrischen Reihe (prop. XXVI), die er bereits Ende 1672 in III, 1 N. 2 verwendet.
Die prop. XXVII-XXIX befassen sich dann mit der figura segmentorum des Kreises. Um
deren Ordinate auszudriicken, verwendet Leibniz seit N.1 eine Verhaltnisgleichung. In
N. 28 variiert er diese Formel, wobei ihm ein Fehler unterlauft, den er in prop. XXVII
zunachst ibernimmt und dann korrigiert. Die prop. XXX—XLIII sind der Herleitung der
Kreisreihe, dem Vergleich mit anderen unendlichen Reihen, z. B. fiir die Hyperbel, ge-
widmet und gipfeln in der Formel fiir die allgemeine Kegelschnittreihe (prop. XLIII), die
auf N. 31 zuriickgeht. Leibniz teilt sie Oldenburg in seinem Brief vom 27. August 1676
mit (III,1 N. 895 S.575). In prop. XXXIV bezeichnet Leibniz die Kreisreihe als Differenz
zweier harmonischer Reihen. Im modernen Sprachgebrauch ist dies nicht zulassig, da die
beiden harmonischen Reihen divergieren. Nach der Auffassung von Leibniz sind jedoch

selbst konvergente unendliche Reihen nie als Ganzes gegeben, und ihre Summen stellen
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lediglich Grenzwerte der Folgen von Partialsummen dar, die beliebig genau angenahert
werden kénnen (VI3 N.69 S.503). Die Differenz der unendlichen harmonischen Reihen
in prop. XXXIV kann daher als Grenzwert der Folge der Differenzen der endlichen Par-
tialreihen aufgefasst werden. Einige Resultate gehoren zu den frithesten Ergebnissen von
Leibniz: Sie finden sich in den prop. XXXVI u. prop. XXXIX-XLI (vgl. VII,3 N.2 u. 15),
darunter die Summierung der reziproken figurierten Zahlen durch das Differenzenschema
der harmonischen Reihe, das Leibniz als harmonisches Dreieck bezeichnet (vgl. VII, 3
N. 30 u. 53).

Die zweite Halfte des dritten Teils beginnt mit den prop. XLIV-XLVII zu Hyperbel-
quadratur und Logarithmusberechnung durch Reihenentwicklung, deren Inhalt Leibniz
hauptsachlich in N. 32, 34 u. 35 erarbeitet. In prop. XLV beweist er die Unendlichkeit der
Hyperbelflache und die Divergenz der harmonischen Reihe aufgrund der Unbeschrankt-
heit des Logarithmus. Die mehrfach umgearbeitete prop. XLVIII gibt Reihenentwicklun-
gen einiger trigonometrischer Groflen aus dem Bogen und beruht im Wesentlichen auf
Newtons Reihenentwicklung fiir den Sinus, die Leibniz bekannt ist (vgl. N. 17, 47). In
N. 32, dat. Juli 1676, erkennt Leibniz, dass er auf &hnliche Weise wie beim Logarithmus
eine unendliche Reihe fiir den Sinus aus dem Bogen gewinnen kann, seine verschiede-
nen Ansatze fiihren aber zu keinem konkreten Ergebnis. Im Anschluss daran gewinnt
er aus der Sinusformel von Newton die Formel fiir den Sinus versus durch Integration
der Reihenterme, die folgenden Uberlegungen werden durch einen Integrationsfehler be-
eintriachtigt. Mit Oldenburgs Sendung vom 5. August 1676 erhélt Leibniz am 24. August
1676 auch Newtons Formel fiir den Sinus versus (III,1 N.885 S.542). Im auf denselben
Tag datierten Entwurf des Antwortbriefes an Oldenburg schreibt Leibniz mit Bezug auf
die rekursive Formel n — summa n aequ. [ fiir den Logarithmus: ,,Simili methodo sinus
complementi vel recti inventio ex dato arcu demonstrabitur, tantum in locum summarum
substituendo summas summarum® (III, 1 N.89; S.566f.). Er kennt zu diesem Zeitpunkt
also die korrekte Rekursionsformel. In der Abfertigung vom 27. August heifit es: ,Quod
regressum ex arcubus attinet, incideram ego directe in regulam, quae ex dato arcu sinum
complementi exhibet* (III,1 N.89, S.577). Letztere Aussage ldsst sich mit den iiber-
lieferten Manuskripten nicht belegen: In diesen (N.32, 35) geht Leibniz immer von der
Sinusformel aus und leitet erst danach die Formel fiir den Kosinus (Sinus complementi)
bzw. Sinus versus ab. Auch prop. XLVIII formuliert er zunachst ebenfalls mit der For-
mel fiir den Sinus, in einer Uberarbeitung fiir den Sinus complementi und dann erst fiir
den Sinus versus, was er in der Endfassung beibehélt. Allerdings weist Leibniz bereits

in der ersten Fassung auf seine Rekursionsmethode hin und merkt an, dass die Formel
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fiir den Sinus complementi auch unabhéngig von der Sinusformel bewiesen werden kann.
Zusammen mit prop. XLIX, die das Konvergenzkriterium fiir alternierende Nullfolgen
enthélt, bilden die genannten Satze die Grundlage fiir die praktische Anwendung der
arithmetischen Kreis- und Hyperbelquadratur in prop. L: Im ersten von drei Abschnit-
ten fiihrt Leibniz vor, wie fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit gegebenen Seiten mittels
einiger Terme der Kreisreihe naherungsweise die Winkel bestimmt werden konnen. Der
zweite Abschnitt befasst sich mit der umgekehrten Aufgabe, aus dem gegebenen Bogen
bzw. Winkel und einer Seite des Dreiecks die restlichen Seiten zu bestimmen, wofiir For-
meln aus den Reihen von prop. XLVIII verwendet werden. Fiir Leibniz ist von Bedeutung,
dass die Regeln so einfach gehalten sind, dass sie leicht im Gedéachtnis behalten werden
konnen und so erlauben, die Berechnungen jederzeit und {iiberall auch ohne Riickgriff
auf trigonometrische Tafeln durchzufiihren. Der letzte Abschnitt ist den Logarithmen
gewidmet, deren Reihenentwicklung Leibniz nicht nur fiir zahlenméaflige Berechnungen,
sondern auch fiir eine geometrische Naherungskonstruktion verwendet. Die abschlieende
prop. LI unternimmt den Versuch, zu beweisen, dass eine allgemeine Kreisquadratur mit
einer endlichen algebraischen Formel nicht moglich ist. Vorstufen hat Leibniz in N. 19 u.
28 erarbeitet: Sie beruhen alle auf dem Satz, dass die allgemeine Winkelteilung durch
eine solche Formel nicht geleistet werden kann. Leibniz nimmt irrtiimlich an, dass dies
bewiesen ist.

(2) Andere Themen

Die Rolle der Grundlegung der Quadraturmethode mit Infinitesimalen, der Quadratur
verschiedener Kurven und der Summierung unendlicher Reihen im Rahmen der Ab-
handlung zur Kreisquadratur wurde bereits skizziert. Dariiber hinaus finden sich in den
Texten des Bandes weitere Uberlegungen zu diesen Themen: Die Idee, aus iterierten
Summierungen bzw. Integrationen von unendlichen Reihen Rekursionsformeln zu gewin-
nen, erscheint in einem spéateren Zusatz zu N.1 und wird von Leibniz in N. 32 auf die
Logarithmus- und die Sinusreihe angewandt. Wiederholt untersucht er, welche Quadra-
turen auf die Kreis- bzw. Hyperbelquadratur zuriickgefiihrt werden kénnen (N. 6, 8, 23).
Einzelprobleme spielen eine geringe Rolle: Einen Spezialfall des Keplerschen Problems
untersucht Leibniz in N. 45, das Perraultsche Problem tritt in einer Figur in N. 21 auf.
Wie die Entwiirfe fiir die Einleitung (N. 19, 3941, 49), die verschiedenen Fassungen
der Abhandlung und einige andere Texte zeigen, ist fiir Leibniz die historische und sys-
tematische Einordnung seiner Studien zur Kreisquadratur von grofler Bedeutung. Dabei
arbeitet er die Themen weiter aus, die er in seiner Studie Fines geometriae vom Som-
mer 1673 (VII, 4 N.36) kurz angerissen hat. Er versucht vor allem, den praktischen und
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theoretischen Nutzen der mathematischen Forschung und seiner eigenen Resultate ge-
geniiber den skeptischen Laien unter den Gelehrten zu vertreten und speziell die neuen
Methoden der Infinitesimalmathematik gegen die Kritiker unter den Mathematikern zu
rechtfertigen. Um die Infinitesmalmethoden zu verteidigen, versucht Leibniz schon im
Sommer 1673 (VII,4 N.36), diese als Fortsetzung der archimedischen Tradition darzu-
stellen und ihnen so das Stigma einer nicht gerechtfertigten Neuerung zu nehmen. Diese
Methoden miissten in der hoheren Geometrie dort eingesetzt werden, wo die Methoden
von Viete und Descartes, welche in der apollonischen Tradition stehen, versagen (N. 7).
Die gegen Descartes gerichtete Diskussion um die in der Geometrie zulassigen Kurven
fiihrt er in N. 14, 20, 41 u. 49. Den theoretischen Nutzen sieht Leibniz in der Anwen-
dung der strengen Methodik und Denkweise der Geometrie, die er nicht nur den anderen
mathematischen Disziplinen zugesteht, sondern z. B. auch der aristotelischen Logik. Er
besteht in erster Linie in einer Vervollkommnung der Fahigkeiten des menschlichen Ver-
standes. Dies erlaubt Leibniz, die Anwendung der Geometrie nicht nur fiir die meisten
Naturwissenschaften und die Technik, sondern auch fiir Metaphysik und Staatslehre zu
propagieren. Ausfiihrlich zahlt er als Belege nicht nur die antiken Vorbilder, sondern vor
allem die neuen Errungenschaften von Copernicus, Stevin, Galilei, Kepler, Descartes,
Fermat, Torricelli, Guericke, Pascal, Boyle und vielen anderen auf. Gleichzeitig dienen
diese als Beispiele fiir den praktischen Nutzen der Anwendung der Geometrie. Die arith-
metische Kreisquadratur von Leibniz soll in der Praxis vor allem eine Trigonometrie ohne

die Verwendung von Tafelwerken ermoglichen.

Gespréichsnotizen und Aufzeichnungen fiir Leibniz (Mohr, Ozanam, Tschirnhaus)

In N. 17 berechnet Mohr eine Naherung fiir den Sinus der Winkel von 18°, 36° und 45° mit
den ersten zwei bzw. drei Termen der Sinusreihe von Newton und vergleicht die Ergeb-
nisse mit den Werten einer Sinustafel. Nach demselben Schema und fiir dieselben Winkel
ermittelt Tschirnhaus in N. 38 die Werte fiir den Kosinus (Sinus complementi) mit der
Kosinusreihe in der von Leibniz gebrauchten Formel. Mohr berechnet auf dhnliche Weise
in N. 26 verschiedene Naherungen fiir mehrere Winkel mit der Kreisreihe und schatzt ab,
welche verbesserten Werte durch Winkelteilungen erzielt werden kénnen. In den Notizen
zu einem Gespréach mit Tschirnhaus (N. 22) finden sich eine Vorstufe der fig. 9 von N. 51,
die Kreisreihe sowie geometrische und harmonische Reihen, insbesondere die fiir die Hy-
perbelquadratur wichtige alternierende harmonische Reihe. Eine weitere Gesprachsauf-
zeichnung mit Tschirnhaus (N. 36;) enthélt geometrische Figuren mit Kreisen, Zykloiden,

Hyperbeln; Betrachtungen zu Tangenten und zum Zusammenhang von Differential- und
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Integralrechnung sowie zur Kreisrektifikation. Mit Ozanam erortert Leibniz eine Vielfalt
von Themen: Die Notizen enthalten u. a. die Kreisreihe, quadratische Gleichungen und
diverse geometrische Figuren mit Betrachtungen zu Schwerpunkten, Kurvennormalen
sowie zur Optik (N.44).

Terminologie

In seinen Entwiirfen fiir die Abhandlung zur Kreisquadratur definiert Leibniz zahlreiche
Begriffe, die im Sachverzeichnis unter dem Eintrag Definition aufgefiihrt sind.

(1) Transmutation

Bei der Transmutation verwendet Leibniz als Ordinate der erzeugten Kurve eine Subtan-
gente der Ausgangskurve. Diesen Achsenabschnitt bezeichnet er als resecta bzw. rescissa,
die erzeugte Figur als figura (curva, linea) resectarum. Sie tritt als figura segmentorum
oder als figura sectorum auf, ein Spezialfall der figura sectorum ist die figura angulorum
des Kreises (N.20, 51). Die Flidche der durch die Transmutation erzeugten Kurve ist
gleich der doppelten Fliache des entsprechenden Sektors bzw. Segments der Ausgangs-
kurve: Leibniz nennt allgemein eine Kurve, deren Flache kontinuierlich den Wert der
Fldache der Ausgangskurve angibt, curva bzw. figura olyvwtog (N. 1), symmetros (N. 1,
8), aequivalens, syntomos, homogenea (N.8), aequipollens (N.20, 49, 51) oder figure
equivalente (N.7).

(2) Klassifizierung der Quadraturen

Leibniz unterscheidet zwischen allgemeinen Quadraturen (quadratura generalis, plena,
universalis) und solchen fiir Spezialfille (quadratura particularis, specialis; z. B. N. 18,
19). Beide koénnen empirisch messen oder theoretisch ermitteln (quadratura empirica
bzw. rationalis). Letztere konnen exakte oder Naherungslosungen liefern (quadratura
exacta bzw. appropinquans oder mechanica; z. B. N. 1, 19) und rechnerisch oder durch
geometrische Konstruktion durchgefiihrt sein (quadratura numerica bzw. linearis). Eine
exakte Losung kann durch einen endlichen algebraischen Ausdruck (quadratura analy-
tica) oder durch eine unendliche Folge gegeben sein. Im ersten Fall ist die Losung eine
algebraische Zahl (numerus algebraicus; N.19). Ist im zweiten Fall die Losung durch
eine unendliche Reihe rationaler Zahlen gegeben, handelt es sich um eine quadratura
arithmetica (z. B. N.4, 19, 20, 49, 51).

(3) Algebraische und transzendente Kurven
Im Herbst 1673 fithrt Leibniz die Bezeichnung figura transcendens fiir Kurven ein, die

nicht durch einen endlichen Ausdruck dargestellt werden konnen, algebraische Kurven
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nennt er aequabiles (VII, 3 N.23). Im vorliegenden Band verwendet er dafiir ebenfalls
curva bzw. figura transcendens (N.1, 20, 23, 51) und curva bzw. figura analytica (ae-
quabilis, ordinaria; N. 14, 20, 51). Eine transzendente Kurve, die durch eine unendliche
Reihe gegeben wird, nennt er figura semi-analytica (N.20). Mit figura analytica simplex
bezeichnet Leibniz jede Kurve, deren Ordinate sich durch eine beliebige konstante Potenz
der Abszisse darstellen lasst, also die Gerade und die einfachen und hoheren Hyperbeln
und Parabeln (N. 14, 20, 51).

(4) unendlich klein

Leibniz gebraucht in den Texten des vorliegenden Bandes hauptséachlich folgende Bezeich-
nungen fiir unendlich klein: In der Regel bezeichnet er eine unendlich kleine Grofle mit
infinite parva. Den Begriff indivisibilis verwendet Leibniz zum gréffiten Teil zur Bezeich-
nung der Indivisibiliengeometrie bzw. -methode, den Unterschied zwischen indivisibilis
und infinite parva diskutiert er in N. 20 u. 49. Den von ihm im Jahr 1673 aus Mercators
Artikel Some illustration of the Logarithmotechnia, 1668, ibernommenen Ausdruck infi-
nitesima verwendet er in den Abhandlungen von 1673/1674 sowie in der letzten Fassung
und in Entwiirfen fiir die Einleitung (N. 1, 4, 8, 40, 41, 51).

Zur Notation und Rechentechnik

(1) Vorzeichen:
Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen verwendet Leibniz seit dem Sommer 1673
Doppelvorzeichen (signa ambigua). Thre Bildung erfolgt iberwiegend paarweise. Offenbar
bevorzugt Leibniz bis etwa Mitte 1674 die Form =, ==; danach bis Ende 1674 ¥, %; spater
hauptséchlich T, + (N.6, 31 etc.). 1676 verwendet er auch die gebréuchlichen 4, F (z. B.

N. 31, 34, 51). Beispiele fiir Doppelvorzeichen:
2z

_y
14y
EAC n EBC + ABC n EBC + ABC. (N.31)

2 CL2

a2 " CBLBE

(N.6)

EPn

(N. 34)

Nam signum ambiguum, F, in Hyperbola est —, in Circulo et Ellipsi +, quemadmo-
dum contrarium, + in Hyperbola est 4+ in Ellipsi et Circulo —. (N.51)
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(2) Operationen:

Bei den arithmetischen Grundoperationen, vor allem mit Briichen, verzichtet Leibniz
manchmal auf die sonst von ihm gebrauchten Zeichen +, —, 7, . sowie auf ein Gleich-
heitszeichen und setzt das Ergebnis lediglich durch einen grofleren Zwischenraum von
den Operationen ab. Haufiger werden aber die Verbindungen von Zahlern und Nennern
durch Striche angezeigt, bei Addition, Subtraktion und Division dementsprechend meist
durch liegende Kreuze und zusétzliche Zeichen (N.27). Zeitgemif sind die Uberwérts-
division (N.6) und das Uberwirtswurzelziehen (N.24, 43) mit ihren charakteristischen
Streichungsschemata. Beispiele:

Uberwértsdivision (N.6):
7
pl 1
1931178
A0PPOPPF129032
pLLILLLL
EEEY

Uberwirtswurzelziehen (N. 24):

Zu Beginn seines Parisaufenthalts verwendet Leibniz fiir Gleichheit manchmal ein
f. oder f fiir facit, das er auch spiter in stilisierter Form f noch bei Nebenrechnungen
gebraucht (z.B. N.35), meist aber unser heutiges Gleichheitszeichen. Dies gilt fiir alle
datierten mathematischen Handschriften von 1673 bis Anfang 1674, ab Juni 1674 ist der
Gebrauch des Gleichheitszeichens n (stilisierter Waagebalken mit zwei gleichen Gewich-
ten) belegt. Ein wechselnder Gebrauch der beiden Symbole (von offensichtlich spateren
Zusétzen abgesehen) ist bei Handschriften Pariser Provenienz selten. Im Laufe des Jahres
1676 kommen zusétzlich aequ. bzw. aeq. (auch ohne Punkt) in Gebrauch (N. 14, 20 etc.).
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Potenzen stellt Leibniz meist mit hochgestellten Exponenten dar, daneben benutzt

er |2| u. a. Beispiele:
2 0

:undy—2
[2]aZ+ 42 L4y
CL2

2a — x,[] (N-8)

1 1
! idem est quod —. et 72 idem quod —;. (N.14)

x x?
tLe_nar &

Fiir die Darstellung von Wurzeln verwendet Leibniz ab dem Frithsommer 1673 das
Wurzelsymbol, wobei er in der Regel keinen Wurzelbalken setzt, wenn der Radikand
eindeutig bestimmt ist (z.B. N.23). Bei Potenzen und Wurzeln werden die Operatoren
den Operanden sowohl vor- wie nachgestellt.

Beispiele fiir hohere und unbestimmte Wurzeln:

/ x
)1 —— mlt der Erlauterung: v exponens radicis.

1——und\/ ) cub. del——(N23)

T

v aeq. /@ py* (

Beispiel fiir verschiedene Schreibweisen und Umrechnungen:

3 2 — 2
R R
. aequ. 8/ ——5 aequal. ?/—— aequal OJ (N.51)
A 3/]CA

Ab Ende Oktober 1675 fithrt Leibniz schrittweise die Symbole d und [ fiir Differen-
tiation und Integration ein (vgl. VII, 5), woran sich manchmal spétere Ergénzungen zu

g

frither entstandenen Texten erkennen lassen (z.B. in N. 1, 6, 8). Dennoch verwendet er
auch danach noch &ltere Bezeichnungen wie diff. (N. 32), omn. (z. B. N. 1) und sum. bzw.
summ. (N.1, 8, 28, 32, 34), teilweise auch neben den neuen Symbolen, und sehr haufig
weiterhin 3 bzw. w fiir die Differenzen der Abszissen bzw. der Ordinaten. Beispiel:

Vaz — 22 —\/a? — 22 — 226 — 2 nw n dy. (N.36;)

(3) Klammern:

Die Klammern variieren stark nach Grofle und Form. Sie werden nicht immer konse-

quent gesetzt. Aufler den heute tiblichen Zeichen verwendet Leibniz den Klammerbalken
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(vinculum) sowie ein- und zweiseitige Halbklammern (im Text durch , bzw. , und , wie-

dergegeben). Beispiele:

% "t 4a? - % —2a/a? — %“ (N.23)

2 4
Y, - 1- % + % seu yw,ln - y27

b
a-+bina+ 2b

2
Y
— = (N.27

W =

(N.28)

(4) Wiederholungszeichen und Indexbezeichnungen:
Bei mehrzeiligen Schemata bezeichnet Leibniz wiederholt auftretende Bestandteile der
Formeln (sowohl Operatoren wie Terme) durch entsprechende Punktierung bzw. durch
einfaches Freilassen. Die Punktierung gibt manchmal die Dimension des wiederholten
Elements wieder. Beispiele:

9g ™ 4a’b* Sa3b?
at —2a%0240* _ ... (N. 4)
p2 4a%b* a® — 2a*b? + A6 — 34ab?
a* — 2a2b2 +04 ...
ECT n + FAL — FEAT — CTL  Ellips. }
- ...+ s+ Hyp. (N.31)

Als Indexbezeichnung verwendet Leibniz nach dem Vorbild von Descartes gelegent-
lich vorangestellte Ziffern (z.B. N. 20). Ublich ist bei ihm auch sukzessive Klammerung.
Beispiele (N. 32):

s— @s
Y
any an=" an— = an—o—  an T

(5) Auslassungszeichen:
Nicht auftretende bzw. wegfallende Terme werden wie bei Descartes durch den Asterisk *
angezeigt (N.49). Ausgelassene Zeichen konnen durch einen Punkt gekennzeichnet sein.
Bisweilen verzichtet Leibniz auch auf Auslassungszeichen. Beispiele:

d = ==
) 13

no.zt. 28 . 22 (N.31)

=8

T
9



EINLEITUNG XXXV

3

T P 4attatn (N.31)
T

4 + 2 n 6

—

1.1.1.1 1.1 1.1.1.1.1.1  (N.35)

(6) Ungleichungen:
Leibniz verwendet die Symbole i fiir grofler und n fiir kleiner. Beispiele:

1 1
cn 355 — —. C+Eﬂ355‘

b
1
l[.abn n n
n_n?
173
n_nt o
T 1732773
n n2 n3 n4
L L L L N\ D
ni-gty o (N3

(7) Leibniz rechnet gelegentlich fortlaufend, d. h. er verwendet bei Gleichungsketten
Zwischenergebnisse ohne Neuansatz weiter. Beispiele:

4o = —— — = 2
. 16 6= 16° V%)
ah B a3h a’h3 N a’bd ally? .
a2+b2 _ CL2—|—b2 a4+b2a2 a8+b2a6 a16+b2a14 etc.
ab b’ bo b7
= _ i S - . (N.4
. - + 3 e etc. (N.4)
3475 170 vV 13
——n =2 (N2
nos 15 (N24)

(8) Leibniz schreibt in Anlehnung an Viete Gleichungen oft homogen. Das Verfahren
dient iiberwiegend zur Rechenkontrolle, ohne dass es immer konsequent durchgefiihrt

wird. Wechsel zwischen homogener und inhomogener Schreibweise kommen manchmal
vor (z.B. in N.23).
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(9) An verschiedenen Stellen verwendet Leibniz mnemotechnische Hilfsmittel, ins-
besondere Zuordnungsstriche und Punkte (z.B. in N. 1). Beispiele:

Jam sector est Fulcrum 4 Segm.

/\ [ TT—
a’b

—_— + semirectang. — serie
a’ + b?

/\
/\ b3 B b7 o
o — = tzF— = etc

3a¢ Had  Tad 9a”
b3a b3 b° b7 b?

PiaZ o @ @ a
a*b+bda  a? 402
ZrE a2 ab = ab (N.4)

it 204147

— NN 4
TG

(10) Umformungen:
Rechenschritte zur Vereinfachung von Gleichungen und Termen werden von Leibniz mit-
tels mehrfacher Klammerung, Streichungen oder abgerundeter Umrahmungen angezeigt.
Davon zu unterscheiden ist die Hervorhebung giiltiger Terme, die durch kreisférmige,
ovale oder eckige Umrahmungen wiedergegeben wird. Die Reihenfolge der Rechenschritte
kennzeichnet Leibniz mitunter durch Mehrfachstreichungen oder durch beigefiigte Zahler.

Beispiele:

#(da — 22),"
- III
, | 0% ZJHMHHB

@ 2a —x 2a —x
AEA + ALE (n ADEA) n ALEA |+ ALA|(+ADL)
/ 4 /
/\

ADL (N. 30)

4 a6

.@r2—|—y ’@1 2.1 234@1,2,34566“' (N. 45)

4
+
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(11) Besondere Zeichen:
Es finden verschiedene Darstellungen fiir Zehnerpotenzen Anwendung. Mohr schreibt fir

100000 in N.26: 1(). Leibniz verwendet ebenso eingekreiste Exponenten:
11437 w

120000 " 12 @
Zudem benutzt er fiir Zehnerpotenzen auch die Null mit hochgestelltem Exponenten:
8640°w — 360" w? + w3

6,1728, (12)

Leibniz verwendet in N.42 das Komma sowohl zur Abtrennung von Dezimalstel-
391, 6,6, 6, 6,00,00,000
7,3,3,3,3,3

11437 n w. et

N. 48)

(N. 48)

len als auch als Multiplikationssymbol; er schreibt r n fir r =
391-6-6-6-6-100.00.000
7-3-3-3-3-3

Zur Kennzeichnung von Kiirzungen in Briichen benutzt Leibniz bisweilen spezielle

Symbole:

2

144 721 8 ‘ 1

bl B A (R N

1296j 648 | 72 9( 33)
9

360 & 40,8 .

45 I” 5 |7 (N-35)

Zu den im Band auftretenden mathematischen Zeichen vgl. auch S. 731.

Siegmund Probst Uwe Mayer



ZUR TEXTGESTALTUNG

In der Textgestaltung werden die Grundséatze befolgt, die in den Vorworten zum fiinften Band der Reihe I
und zum sechsten Band der Reihe VI entwickelt wurden. Insbesondere gilt:

1. Jedes unbetitelte Stiick erhilt eine Uberschrift in der Sprache des Stiickes.

2. Die Grof3- und Kleinschreibung lateinischer Texte wird normalisiert. Ebenso werden ¢ und j sowie
u und v vereinheitlicht. Vollstdndige S&tze werden mit einem Punkt abgeschlossen. Jeder Satzanfang
wird grof3 geschrieben. Akzente fallen weg. Bei franzosischen Texten wird das Schriftbild beibehalten,
jedoch werden Akzente dort ergéanzt, wo Missverstandnisse entstehen kénnen.

3. Die Leibnizsche mathematische Notation wird grundsétzlich beibehalten. Bei schwankender Be-
zeichnung von Strecken und Gréflen wird nach dem Mehrheitsprinzip vereinheitlicht. Aufgrund des
Konzeptcharakters der meisten Stiicke treten haufig Flichtigkeiten auf. So fehlen gelegentlich Wur-
zelbalken, Klammern, Multiplikationszeichen, besonders oft aber Pluszeichen. In solchen Féllen wird
nach sonstigem Leibnizschen Gebrauch stillschweigend ergénzt (bei starkeren Eingriffen mit Dokumen-
tation im Apparat). Leibniz neigt dazu, in seinen Konzepten auch einfachste numerische Rechnungen wie
11 x 11,18 x 3 schriftlich auszufiihren. Solche Nebenrechnungen werden nicht abgedruckt. Rechenfehler
werden grundsatzlich im Apparat angezeigt. Ausnahme: Verschreibungen im Rechengang; diese werden
stillschweigend verbessert.

4. Die Leibnizsche Interpunktion wird bewahrt. Hinzugefiigte Zeichen werden — abgesehen von den
in Punkt 2 und 3 genannten Fallen — in eckige Klammern gesetzt. Es ist anzumerken, dass bei Leibniz
ein Komma oder auch ein Semikolon oft die Funktion hat, eine langere Phrase vor der Verbindung mit
dem zugehorigen Pradikat zusammenzufassen.

5. Die Leibnizschen Zeichnungen werden moglichst genau nach der Vorlage und mathematisch
korrekt wiedergegeben. Linien in Blindtechnik, die also nur im Papier eingedriickt oder eingeritzt sind,
werden im Druck gekennzeichnet.

Weitere Einzelheiten zur Textgestaltung siehe unter SIGLEN, ABKURZUNGEN, ZEICHEN.

ZUR VARIANTENGESTALTUNG

Auch die Variantengestaltung erfolgt gemafl den Regeln der Ausgabe. Die Variante ist durch Zeilenangabe
sowie vorderen und hinteren Anschluss eindeutig mit dem Haupttext verkniipft. Einer dieser Anschliisse
kann insbesondere bei Rechentexten fehlen. Streichungen werden zwischen senkrechte Striche gesetzt,
Erganzungen durch blole Angabe des hinzugefiigten Textes dargestellt. Bei Korrekturen kennzeichnen
vorgesetzte Ziffern (1), (2), (3) ... und Buchstaben (a), (b), (¢) ... (aa), (bb), (cc) ... die Stufen der
Gedankenentwicklung. Kleinere Streichungen bzw. Ergdnzungen innerhalb der einzelnen Stufen werden
zwischen senkrechte Striche gesetzt. Jede nachfolgende Stufe hebt die vorhergehende auf. Nachgestellte
Siglen (in diesem Band meist L) bezeichnen den Textzeugen, welchem die Variante entnommen ist.

In den Varianten werden Wortlaut und Zeichensetzung grundséatzlich nicht berichtigt, auch nicht bei
offensichtlichen Fehlern. Abbrechende Wérter werden nicht vervollstéandigt. In der letzten Korrekturstufe
werden aus dem Text iibernommene Abschnitte durch Piinktchen abgekiirzt wiedergegeben.
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1. DISSERTATIO DE ARITHMETICO CIRCULI TETRAGONISMO
[Herbst 1673 und Juli (?) 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl. 87-88, 91-92, 240-241. 3 Bog. 2°. 9 S. Haupttext
auf Bl. 87-88, 240241 und 91 r°, spaterer Zusatz auf Bl. 91 v°-92r°. Bogenmarkierungen.
Auf Bl. 87-88 sowie 240-241 Textverluste durch Papierschdden an den Randern und im
Falz.

Cc 2, Nr. 563, 1233 A tlw.

Datierungsgriinde: Das Stiick stellt einen zweiten Ansatz zur in VII, 4 N.42; (LH 35 IT 1 Bl 89-90)
unternommenen Kreisquadratur dar. Dabei hat Leibniz die Markierung von VII, 4 N.42; als Bogen (1)
(urspriinglich durch VII, 4 N. 42, fortgesetzt) auf den vorliegenden 3 Bogen fortgefiihrt (Bogenmarkie-
rung (3) auf Bl.240-241 im Falz ausgerissen, Zusammenhang aber durch Kustoden gesichert), mit der
Nummerierung von Figuren und Theoremen jedoch neu eingesetzt. N. 1 diirfte kurz nach dem vom Hrsg.
auf Herbst 1673 datierten VII, 4 N. 42 entstanden sein; es ist auf dem gleichen fiir November 1673 beleg-
ten Papier notiert. Das vom Hrsg. ebenfalls auf Herbst 1673 datierte VII, 4 N. 45 ist eine eigenstandige
Fortsetzung des vorliegenden Stiicks. Der spéatere Zusatz auf Bl. 91 v°—92 r° hingegen behandelt ein Theo-
rem, auf das Leibniz in der auf Juli 1676 datierten Aufzeichnung N.32 Bezug nimmt, und diirfte etwa
zur selben Zeit entstanden sein.

Lemm a.

,Si per Trianguli tres angulos, A. B. C'. totidem transeant rectae parallelae, intermi-
yhatae, et latus aliquod C'B (vel C A) producatur, si opus est, donec Anguli oppositi
»A (vel B) parallelae occurrat in D (vel E): Rectangulum sub AD (vel BE) intervallo

20-4,15 Deleantur quae in parenthesi et fiat pro illis alia figura iisdem literis quae

extra parenthesin.

10

15

20
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4 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

»Anguli supra-dicti, punctique occursus; et BF' (AG) intervallo parallelarum duorum
,reliquorum Angulorum; aequatur Triangulo duplicato.

Ex Angulo opposito A (vel B) ducatur perpendicularis AH (vel BI) in latus as-
sumtum CB, et si opus est productum in D (vel C'A productum in I'). Manifestum est
duo haberi Triangula rectangula similia AHD (vel BIE) et BFC (vel AGC') quorum
illud intervallo anguli oppositi a puncto occursus velut hypotenusa, perpendiculari au-
tem ex angulo opposito in latus assumtum, velut altero latere comprehenditur; hoc vero
latere assumto velut hypotenusa, intervallo parallelarum duorum angulorum quos latus
assumtum cum aliis Trianguli lateribus facit, velut altero latere, continetur. Similia au-
tem esse haec Triangula manifestum esse ajo, nam angulus ADH (vel BEI) angulo BC'F
(vel ACG) aequalis est, quoniam uterque acutus est, cum sit in Triangulo rectangulo,
et efficitur per eandem rectam CBD (vel CEA) ad duas parallelas AD, CF. (vel BE,
CG). Ergo AD : BC :: AH : BF (vel BE : AC :: BI : AG) ac proinde Rectangulum
AD ~ BF = Rectangulo BC ~ AH (vel BE = AG = AC "~ BI) id est Triangulo ABC
duplicato.

S ¢ h o 1. Obiter hoc loco annoto, fieri non posse, ut ex tribus illis parallelis plusquam
una Triangulum secet.

17f. Schol. ... secet. erg. L
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Theorema 1

,»Si ex sumto in linea curva AC'BL puncto A, ducatur recta interminata AD versus
,convexum curvae latus; et ex omnibus curvae punctis sequentibus B. ductae tangen-
,tes BD ei rectae occurrant, partes hujus rectae occursu tangentium Resectae,
»inde ab initio sive a primo puncto sumtae, quas compendii causa, Resectas
yimposterum appellabimus AD. alii cuidam, rectae ad priorem normali intra figurae
,concavitatem ductae, AFE, velut Axi ordine ad perpendiculum applicatae intelli-
ygantur, Fd; ea lege ut Ed productae si opus sit in punctum curvae respondens B,
»(a cujus tangente resectae sunt,) sive in sinus ex curva in axem perpendiculariter
wactos E'B, incidant: his ita positis area figurae novae ex Resectis conflatae AEJovA
yaequabitur duplo segmento, recta primum postremumgque assumtorum curvae punc-

ytorum jungente, curvaeque intercepta portione comprehenso ACBLA.

A DI DP D D D

fig. 2.

5 Uber Resectas: Rescissas

10
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6 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

Intelligantur infinita curvae puncta B. v.g. C. F. sive aequaliter sive inaequaliter
a se distantia, modo intervallum BB; v.g. C'F. sit infinite parvum nam ita etiam si-
nuum EB v.g. GC. HF intervallum EFFE. v.g. GH erit infinite parvum, ac proinde
recta BB v.g. F'C' duo proxima curvae puncta jungens, producta, nempe BBD, v.g.
FC1. erit tangens curvae. Jam ductis omnibus BB, jungantur omnes AB v.g. AC. AF,
fient totidem Triangula infinita ABB. etc. v.g. ACF. AF(Q et per uniuscujusque tres
apices sive angulos totidem, tres inquam, transibunt rectae parallelae; AD per apicem
A, EB una per unum, altera per alterum punctum B, v.g. GC per C, HF per F. Ergo
per Lemma praecedens AD, v.g. Al, ducta in EF respondentem, v.g. GH,
sive rectangulum FEd, v.g. Gu. aequatur Triangulo ABB, v.g. ACF. duplicato. Ergo
summa omnium Triangulorum ABB duplicata, id est positis intervallis punctorum B.
B. proximorum v.g. C. F. infinite parvis, segmentum ipsum ACFBLA duplicatum;
aequabitur summae omnium rectangulorum Eé. v.g. Gu id est (— — —) figurae novae
ex Resectis infinitis £6 = AD, v.g. Hu = Al ordinatim ita scilicet ut punctis B. curvae
e regione respondeant, sive si producantur, incidant; axi AE ad perpendiculum applicatis
conflat(ae) (AEO)vA. Quod er(at demonstrandum.)

Theorema 11

,2lisdem positis si curva proposita ABL fig. 3 sit arcus circuli, et Resecta ex puncto
,primo assumto A. ducta AD. circulum tangat, erit Resecta AD. ad radium ut sinus
,versus sive Abscissa AFE. ad sinum rectum sive Applicatam Circuli, £ B.

In BD. productam agatur perpendicularis AO. Cum Angulus ODA sit aequa-
lis angulo DBE, erit supplementum illius ad rectum, nempe Ang. OAD. = supple-
mento hujus ad rectum, nempe Angulo EBM. ideoque ob Triangula similia AOD, et
BEM, erit AO : EB :: AD : MB. Jam AO = AFE. Nam AO = BN quia AN
sinus rectus perpendicularis ad M B radium, ergo parallelus ad OB tangentem. Jam
AN = EB, ideoque BN = AFE. ob circuli uniformitatem, ut patet. Ergo AO = AFE. ac
proinde repetita priori aequatione, sed substituto AE, in locum AO, erit AF : EB ::
AD : MB.

13 est | (— — —) im Falz erg. | figurae L
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Q
AX %D P (P) (D)
‘ B
N
(0)
Y L
(E) (B)
fig. 3.

S chol. Obiter annoto; ob circulum, AD resectam esse aequalem ipsi BD. et esse
Tangentem Canonicum arcus dati AB, dimidiati sive semilatus polygoni sec-
tori circumscripti, quia Secans Canonicus MD arcus dimidiati arcum AB. bi-

secat.

Theorema III

,In Circulo si Resectae ex Tangente, v. g. Al. et AP. sint ut numerus ad numerum ra-

7 Dariber: (supra fig. 2)

6f. Theorema (1) IV. (2) I11 (a) lisdem positis (aa) Resecta (bb) in eadem fig. 3 Resecta
Circuli, AD, (—) AN aeqvatur applicatae (—) (b) Si Resecta ad Resectam, v.g. Al. ad IP. sit (¢) |In
Circulo erg. | Si... et |IP. andert Hrsg.| sint ut numerus (aa) ad numerum, etiam (bb) rationalis scilicet

ad numerum |scilicet nicht gestr.| (cc) ad L

1 fig. 3: Die im Text nicht benutzten Punktbezeichnungen und Linien sind vermutlich nachtraglich
im Zusammenhang mit N.4 erganzt. Fig. 3 diirfte Vorlage fur die dort fehlende fig. 2 (s. N.4 S.56 Z.2)
gewesen sein.
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,tionalis scilicet ad rationalem, etiam segmentum segmento, v.g. ACF A ipsi ACQA,
,commensurabilis erit.

lisdem positis, in fig. 2 Curvam ACFBL esse circularem, et Resectam AD
esse tangentem, sive Axem AF esse diametri portionem, si recta AD interminata in
qua Resectae sumantur, in partes aequales numero infinitas magnitudine infinite
parvas, DD. v.g. AI. IP divis(a) per quas Resectae uniformiter, sive arithmetica pro-
gressione crescant, ut scilicet esse possint commensurabiles, sive ut numeri habentes
unitatem, quanquam infinite parvam, quae omnes metitur, et ex quolibet divisionis
puncto D tangens DB, v.g. IC. PF ad arcum circuli ducta, intelligatur: Elementa seg-
mentorum circuli habebimus resoluta in progressionem quae infinita serie numero -
rum rationalium exprimi, aut finita mechanice quanquam summa cum exacti-
tudine et facilitate adumbrari potest, sive Triangula ABB, per quae Segmenta Circuli
ad applicatarum instar continue crescunt, quemadmodum denique etiam ipsa Segmenta
ACBBA ex iis conflata, imo et portiones circulares a sinubus rectis abscissae ACBEA,
crescent ut numeri. Sed ut hoc obtineamus, ante omnia demonstrandum est Lemma

sequens:

Lemma II

Si ea sit natura (fig. 4) figurae AT§SA, ut perpetuo quoties duae Abscissae
AA, v.g. AYT. AIl sunt ut numerus ad numerum, etiam Applicatae AGJ,
v.g. Yu. II7 sint ut numerus ad numerum rationalis scilicet ad rationalem; vel con-
tra: tunc Portiones quoque a figura abscissae, sive spatia, lineis abscissa,
applicata, et curva, comprehensa; AAJA, v.g. ATuA, AllTrA erunt commensura-
bilia.

1f. ACQA, |imo et ipsa portio Circularis sinu recto abscissa v.g. ACFHA, alteri, v. g. ACFQRA
erg. u. gestr.| commensurabilis L 7f. ut ... metitur. erg. L 11 exprimi (1) potest, sive (—)
Triangulum |qgvodlibet erg.| ABB. ad aliud Triangulum, (a) aut (b) v.g. ACF, (¢) qvodcunqve v.g.
(2), aut L

2 commensurabilis: Die Aussage ist nur fiir infinitesimale I P korrekt, wird aber im Ubergang zu
endlichen Groflen wegen S. 10 Z. 7-9 falsch. Dies beeintrachtigt die weitere Diskussion bis S. 14 Z. 11.
22 f. commensurabilia: vgl. die Erl. zu Z. 2.
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B
E
A
M I Y D I P = 0
A A A A A A D D D D D
O 1 T T .- R S
U-
) G| FE
A T
16 H|E B
M E
) B
. w
ol
) o v 0l Y E B:L
fig. 4.

Positis enim abscissis AA numero infinitis, intervallisque duorum A proximorum,
AA, v.g. AT, TII infinite parvis, patet spatium abscissum AAJA, v.g. AllmruA aequari
summae rectanguloru(m) ex applicatis in differentias abscissarum ductis, AA qualia sunt
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v.g. ATu, YIIr. Posito jam Abscissas omnes crescere ut numeros, v. g. Arithmetica pro-
gressione; ac proinde differentias quoque earum, quae posita Abscissarum progressione
Arithmetica, sunt inter se aequales. Et sane si crescant Abscissae, vel earum differentiae
ut numeri statim fieri potest unica subdivisione, ut crescant arithmetica progressione.
His inquam positis ideo ex Hypothesi, ob natura{m) figurae; etiam Applicatae omnes
continue crescent ut Numeri quare et Rectangula ex Applicatis et differentiis abscissa-
rum quare denique et Rectangulorum summae, id est spatia abscis(sa.) Impossibile est
enim ex additione, multiplicatione commensurabilium cum commensurabilibus, etiamsi
infinities repetita fieri aliud quam commensurabile. Semper enim unitas constructionis,
quanquam infinite parva infinitiesque repetita, productum metietur. Unde sequitur
posse assignari aliam quandam unitatem, finite parvam, communem earum quantitatum
quae ex unitatis cujusdam com(munis) quanquam infinite parvae, infinita repetitione
ortae sunt (—) finities repetendam, et quantitates fore, ut repetitionu(m — —)finite
parv(ae) unamquamque earum quantitatum (—)

Consequentiam autem istam ita ostendo: cum enim duae Quantitates propositae,
ex Hypothesi, infinita repetitione unitatis cujusdam communis infinite parvae gignantur,
numeri repetitionum, quanquam infiniti, erunt inter se commensurabiles. Quod si jam
duo Numeri infiniti homogenei, per alium infinitum, homogeneum dividantur, producen-
tur duo numeri finiti. Homogeneos voco qui sunt ejusdem dimensionis, seu qui sunt
inter se ut Ratio ad Rationem seu punctum ad punctum, vel ut Linea ad Lineam, vel
ut superficies ad superficiem, scilicet finita ad finitam, quae omnia eodem recidunt, nam
et linea finita ad lineam finitam, est ut ratio ad rationem id est ut Numerus, sive ille
sit surdus sive rationalis, ad numerum. Deinde: duo Numeri commensurabiles per alium
quendam commensurabilem divisi, producunt duos alios commensurabiles. Ideoque etiam
Numeri Repetitionum supradicti, quanquam infiniti, attamen inter se commensurabiles,
divisi per alium quendam Numerum infinitum commensurabilem, producent duos nume-

ros finitos commensurabiles seu rationales; ac proinde etiam ante divisionem; erunt inter

3-5 Et ... crescant | Abscissae vel (1) diff (2) earum differentiae erg.| ut ... crescant (a) per
unitates (b) arithmetica ... positis erg. L

7-9 Impossibile ... commensurabile: Die Behauptung ist nicht richtig; vgl. Erl. zu S.8 Z. 2.
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se ut illi duo numeri rationales. Nam duae quantitates sunt inter se, ante divisionem, ut
producti ex applicatione divisoris communis. Ita exempli causa si duae Lineae commen-
surabiles a. b. (id est duo Numeri punctorum infiniti homogenei, commensurabiles,) alia
linea commensurabili, ¢ (id est alio Numero infinito homogeneo commensurabili), divisae

o : ab : : :
intelligantur, constat utique producta, — — esse numeros commensurabiles, sive rationem
cc

a . . . . .
earum 7 esse numerum sive integrum sive fractum rationalem. Idemque est, si pro linea

spatium intelligatur.

Schol Hujus Lemmatis ut appareat universalitas, ususque amplissimus, notan-
dum est quotiescunque curvae propositae aequatio, Cartesii methodo sane praeclara, per
relationem y. ad x. sive abscissarum ad applicatas vel contra, interveniente tantum una
alterave quadam recta constante, a. sive Parametro; expressa est, et vero fieri potest,
per naturam aequationis, ut altera v.g. x. sola puraque id est ab omni potestate alte-
riusve aut sui ipsius ductu libera; ab uno aequationis latere constitui possit; ab altero
vero aequationis latere ipsa x. non reperiatur; et quicquid ibi reperitur, nulla surditate
affectum sit; brevius: quoties valor alterutrius indeterminatarum, v. g. x. pure et absolute
sine asymmetria exhiberi potest. Tunc posita x. velut applicata, y. velut abscissa, semper
dici poterit; si abscissae sint ut numerus ad numerum rationalis scilicet ad rationalem,
etiam applicatas, imo et portiones a figura per applicatam abscissas, abscissa, applicata
et curva contentas, fore commensurabiles. Exempli causa, si curva AdS sit parabolica,
cujus Axis AW. aequatio figurae est ax — y? = 0. positis AE, vel Ad, z, et AA vel EJ,
y. Quod si jam semiparabolae A§SW A abscissae sumantur x = AFE applicatae y = EJ
positis licet omnibus abscissis AF, arithmetica progressione, seu instar numerorum na-

turalium deinceps ab unitate crescentibus, applicatae non erunt commensurabiles, erit

1-7  Am Rand: Imo cum semper figura complemento suo sit commensurabilis, erit
etiam segmentum quadrantis quadrato Radii commensurabile et ideo Circumferentia erit

Diametro commensurabilis.

24-26 Imo ... commensurabilis: Die Voraussetzung und die daraus abgeleitete Aussage sind nicht
korrekt.

10
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20
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enim y = /ax. At si in Trilineo parabolico concavo AT'S§ A, abscissae AA = y intelligan-
tur esse basi, applicatae vero Ad = x axi semiparabolae parallelae, ac proinde Abscissae
Trilinei applicatis semiparabolae, et contra, aequales; positis jam AA = y. commensura-

bilibus arithmetica progressione crescentibus, seu AA, v.g. AY et TII aequalibus, etiam
2

applicatae Ad = x. erunt commensurabiles quoniam x = L Idemque est in paraboloei-
a

2x =43
23,

Ducemur autem hoc Parabolae ac paraboloeidum simplicium exemplo, fieri posse, ut etsi

dibus simplicibus, ut voco, in infinitum, v.g. in Cubica Simplice aequationis a
aliud est in Compositis, v. g. in Cubica Quadratiformi, ut vocare soleo, in qua ax

una indeterminatarum, y posita arithmetice crescente, altera x crescat commensurabi-
liter, non tamen idem inverso modo ab y semper expectandum esse, etsi x arithmetice
crescente.

In Hyperbola autem, et Hyperboloeidibus simplicibus in infinitum, si 4649, v. g. ddmwu
sit curva, T'A et T'S, dobuntwrtot, spatiumque sit Quinquelineum v. g. TZ7uYIIT. Nihil
refert, applicatae an abscissae in 7Y an YTu, assumantur, utraque enim indeterminatarum

x vel y. absolute sine asymmetria explicari potest. Posito enim T'II vel TY esse x. et Tu
2 2
a a
vel Il esse y cum aequatio Hyperbolae sit a®? = zy. erit y = —, et = —. Idemque est
x

in Hyperboloeidibus simplicibus secus in compositis. Caeterum cum ex inventis profun-
dissimi Geometrae P. Gregorii a S. Vincentio, P. Sarrasa Analogiam Logarithmorum ad
spatia Hyperbolica ingeniose admodum deduxerit, hinc sequitur, si termini rationum sint

commensurabiles etiam Logarithmos eorum, quanquam eos geometrice hactenus nemo

7-12 ax? = y3. | (1) Qvibus ¢ (2) Ducemur ... etsi (a) absciss (b) una ... arithmetice (aa) propor-
tionalit (bb) crescente ... crescente. erg. | In L 13 Godurntwrol, (1) spatiumqve sit v. g. Yurll duabus
asymptoti unius TS. parallelis IT7, Tv, portioneqve Asymptoti alterius IIT et curva wuv comprehensum,
nihil refert qvamnam comprehendentium altitudinemne Ilw, an basin |IIT nicht gestr.| (a) appellas,
X. an y. utraqve enim (b) abscissae applicataeve loco assumas, cum utraqve (2) spatiumqve L
19 ingeniose admodum erg. L

17 inventis: G. de SAINT-VINCENT, Opus geometricum, 1647, lib. VI. 19 deduxerit: A. A. de SA-
RASA, Solutio, 1649, insbes. S. 7f. 19 sequitur: Die Folgerung ist nicht korrekt; vgl. Erl. zu S. 8 Z. 2.
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construxerit neque numeris sive rationalibus sive surdis exacte exhibuerit, inter se fore

ut numeros rationales.

Continuatio Demonstrationis Theorematis III

Lemmate ergo praecedente demonstrato, ad Theorematis ipsius III* demonstratio-
nem, nihil aliud desideratur, quam ut ostendamus, si in fig. 4. curva ACFBBL sit arcus
circuli, AD tangens in A, et AFE axis, diametri portio; tunc Curvae Resectarum termi-
natricis, AumdS, relationem ad omnia puncta Lineae Rectae AT, vel quod eodem redit,
parallelae ejus SW, aut perpendicularium AW, T'S. ejusmodi aequatione exprimi posse,
quae patiatur ut sumtis in Trilineo AT'SémuvA[) TS velut basi, AT velut altitudine et
AA = AD = FE§, resectis Circuli, velut abscissis (y), (AE =)AJ = A(G) sinubus
ve(rsis ad) Resectas respondentibus; velut applicatis ((z)) hujus Figurae
Resectar{(um) A00EA ad Rectangulum A¢§. complementi A66AA ut inquam, his
factis valor ipsius x absolute ac pure sine asymmetria enuntietur; vel quod idem est, ut
magis Geometrice ac minus Algebraice loquamur, nihil aliud requiritur quam ut osten-
damus positis abscissis, AA v.g. AT et AIl ut commensurabilibus, etiam applicatas AJ,
v.g. Tu et Il fore commensurabiles. Hoc enim ostenso sequetur per Lemma 2. etiam por-
tiones complementi Figurae Resectarum abscissas, AJAA, v.g. AUT A et AwIlA fore com-
mensurabiles. Cumque etiam rectangula Aé v.g. Au, Am quippe ex commensurabilibus
facta, sint commensurabilia, ipsae portiones figurae Resectarum, quippe differentiae inter
commensurabilia, complementa nimirum et Rectangula erunt commensurabiles, quare,
et Segmenta ACA, ACF A, etc., quorum dupla portionibus figurae resectarum aequalia
sunt commensurabilia erunt.

Aequationem autem quae ipsius x valorem pure atque absolute exprimat, haberi
posse, sic ostendo: Demonstratum est Theoremate 2. resectam circuli esse ad ra-
dium, ut sinus versus est ad sinum rectum. Posito ergo Resectam circuli AD = AA sive
abscissam complementi figurae Resectarum esse = y, Radium circuli esse a. sinum versum
AE esse z. erit ex natura circuli sinus rectus EB = v/2azx — 22, et sequetur ex theor.

1 neqve ... exhibuerit erg. L 6 portio; (1) resectaeqve (a) sint ut numeri (b) AD (aa) vel (bb)
= E§ (aaa) sint ut (bbd) v.g. (aaaa) Al ad A (bbbb) Al = Hu ad AP = R, ut numerus ad numerum
(2) figura Resectarum (8)tunc L

10
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$2CL2 .’13@2 2

unde y? = 5 = . Ergo 2ay? — 2y? = za?,
2ax — x 20 —

ra

V2ax — x?

vel transponendo 2ay? = za® + zy%. Ac denique

2. aequatio haec: y =

2ay>

—— — .
a2+y2

Scholion. Ex his apparet, posita constructione nostra, sive Resectis Circuli com-
mensurabilibus, etsi segmenta ut ACA, ACFA, non tamen et portiones Circulares a
sinubus rectis abscissas, ut AGCA, AHFCA, statim fore commensurabiles, nam posi-
tis x, sinubus versis, velut commensurabilibus sive cognitis, sinus recti quadam radice,
V2ax — 2% exprimuntur, ac proinde possunt esse, et sunt plerumque incommensurabi-
les. Ergo Triangula quoque AGC, AHF' quae ex commensurabilibus, sinubus versis AG,
AH, et cum ipsis non ideo commensurabilibus sinubus rectis, GC, HF, non ideo sunt
commensurabilia. Ergo nec portiones circulares abscissae, quae segmentis, commensura-
bilibus differunt his ipsis Triangulis.

Problema

Aream Circuli aut segmenti circularis repraesentare infinita serie numerorum Ra-

tionalium.

Cum enim Area segmenti cujuslibet, (quorum maximum est semicirculus) portioni-
bus figurae Resectarum, AJ§E A respondentibus [dimidiis|, aequalis sit(,] portiones autem
istae sint differentiae Rectangulorum A a complementis A00A A, et complementa ista
fiant ex sinubus rectis A¢ in differentias AA resectarum AA ductis; ideo compendiosioris

15f. semicirculus) (1) componatur ex infinitis Triangulis ABB, qvae duplicata Rectangulis A¢
aeqvalia (2) portionibus L

4f. non ... commensurabiles: Die Aussage ist korrekt, aber die Begriindung ist falsch; vgl. Erl.
ax 2a%y

zu S.8 Z.2. 7f. incommensurabiles: Es gilt v2az — 22 = — = m, weshalb die sinus recti
Yy a Yy

entgegen Leibniz’ Behauptung kommensurabel sind, wenn dies fiir die resectae y angenommen wird. Die
Folgerung bzgl. der Kreissegmente AGC A ist dadurch nicht korrekt; vgl. S.8 Z. 14f.
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calculi causa, posito Resectas crescere arithmetica progressione, earumque differentias in-
ter se aequales infinite parvas esse 1. exponi poterunt primum Resectae (y), deinde sinus
versi, (x). Inde jam ad areas portionum AddE A, dupliciter perveniri potest, primum
investigando differentias FFE v.g. AG. GH duarum proximarum z seu sinuum versorum
AFE,v.g. AG. AH. Hincin Tabula I Seriem 1.quaeest omniumy.et Seriem
2. quae est omnium x. Series 3 erit differentiarum inter omnes x. ductarum in y
respondentes seu dimidiorum Rectangulorum JEFE = Triangulis ABB. Quarta de-
nique series erit summarum horum Rectangulorum, seu portionum AJ§§FE A sive seg-
mentorum ABBA. Altera harum Portionum sive segmentorum areas investigandi via
haec est, Tabula II, nimirum post seriem ejus 1. omnium y, et seriem ejus
2 omnium z. quae coincidit cum serie omnium Rectangulorum AAJ, v.g. YIIw, quo-
niam rectangula haec producuntur ex ipsis x seu Ad, v.g. IIr ductis in unitatem AA,
v.g. TII, quae non numeros, sed tantum gradum dimensionis mutat. Series 3. erit
summarum horum Rectangulorum infinite parvorum sive z in unitatem: seu erit area-

rum, complementorum, AJ0AA. Series quarta erit Rectangulorum communium

2f. sinus (1) recti, (x) inde sinuum rectorum differentiae, non opus autem est rectangula | AAJ, v. g.
YTl erg.| ex sinubus rectis in Resectarum differentias separata Tabula | serie erg. | exponi, cum eae (a)
inter (b) aeqvales sint = 1. unitas autem non multiplicat; (aa) denigve (bb) inde | tertio loco erg. | poterunt
exponi Sinuum Rectorum | (aaa) seu (bbb) seu qvod idem est, si in (aaaa) recta (bbbb) unitatem ducti
cogitentur, rectangulorum AAJ erg. | summae, qvae dabunt (aaaaa) i (bbbbb) areas complementorum
ASOAA; gvarta Tabula erit sinuum rectorum differentiae EE, v.g. AG. GH, ductae in Resectas seu
Numeros Arithmetice proportionales AA, v.g. AT. ATl id est Rectangula dEE, v.g. vGH. duplicata vel
Triangula ipsis aeqvalia ABB duplicata; Elementa segmentorum circularium. Qvarta deniqve (aaaaaa)
Tabula (bbbbbb) erit summarum horum postremorum Rectangulorum seu portionum figurae Resectarum,
(aaaaaaa) AGOEA, v.g. (bbbbbbb) v.g. ASSEA, vel segmentorum duplicatorum ipsis aeqvalium ABBA,
cuius (2) versi L 4 investigando (1) areas complementorum, A§0AA, deinde et areas rectangulorum,
Ad, et illas ab his subtrahendo. Areae autem Complementorum (2) |investigando gestr. | differentias L
7 Triangulis | BCC scilicet dimidiatis andert Hrsg.| Qvarta L

5 Tabula I:s.u. S.17f 6 omnium z: Richtig wire omnium 2£ Leibniz korrigiert entspre-
a

chend konsequent in Tabelle I, aber nur punktuell im Text. Vgl. auch S. 16 Z.14-18. 10 Tabula
IT:s.u. S.19f.
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16 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

sive assignabilium Ad, denique series quinta erit differentiarum inter terminos
tertiae et quartae; seu inter Rectangula et Complementa portionum figurae Resecta-
rum ad Rectangulum, seu erit ipsarummet portionum figurae Resectarum, Ad6E A, sive
segmentorum ABBA, quorum area quaerebatur. Hujus ultimae Tabulae cum termini
omnes sint inter se et terminis caeterarum serierum commensurabiles, per Theorem.
3. primae autem Tabulae termini possint exhiberi Numeris naturalibus continue crescen-
tibus deinceps ab unitate, ergo hujus ultimae Tabulae termini exhiberi poterunt numeris

rationalibus. Quod ut reapse perficiatur et ut Tabula secunda sinuum versorum, (z) con-

2ay?
struatur, resumenda est aequatio ipsius, x = poR quae dupliciter numeris explicari
a Y
1
potest, vel, ponendo a = 1. aut, in certa determinata ad 1. ratione, et y = ————
infinitesimae
2
vel etc. vel ponendo a = numero ipsarum y infinito, ut y = 1.

infinitesimis infinitesimis
vel 2. vel 3. vel 4. etc. sive y = (. 206. 33. 43. posita minima AA seu unitate, infinite
parva = (. Quorum utrumque eodem redire manifestum est.

2ay?
Antequam autem ad calculum acced(a)mus, praenotandum est, loco z = Ty2,
a )
: Lo ay’ : s : NS
rectius adhiberi Rk omnibus scilicet omnium Tab(u)larum terminis dimidiatis,
a Y

quoniam etiam segmenta eorumque elementa, portionum figurae resectarum, et elemen-

torum ex quibus conflantur dimidia sunt. Deinde divisis omnibus per a, sufficit iniri

: x y?
summam omnium: —— = ———
2a a* +y

latim, cum enim a sit constans et invariabilis, sufficit repetitionum evitandarum causa

. neque enim opus est omnia multiplicari per a sigil-

admoneri, (— — —)versum (om)nia per (a) multiplicari debere, vel salte(m) eorum

summam. Tabulae a{u— —)

8 perficiatur (1) et ut Tabula secunda sinuum rectorum x, qvae est num (2) resumend (3) et ...
sinuum (@) rectorum (b) versorum L



lis ABB;si utraque per a.
divisa intelligantur.
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TABULA 1
(Ser. I) 1 2 3 4 5
(E0) =y B 20 30 45 50
Ser. 1T
(A6)=AE =z ¢ 132 432 932 1632 2532
2a Ca+y? a? + 12 a? + 432 a2 + 932 a2 + 1632 a2 + 2532
vel ut res numeris illustretur
1 4 9 16 25
it inu toto, = 1000, fiet: _ —_ _ —_ —
POSIO @ S BOTO, e 1000, 001 1000, 004 1000, 009 1000, 016 1000, 025
Ser. ITI
EE = A6 — Ad
2a
Differentiae duarum 6...] | 15... : 28... 45. ..
x . 132 ! 3a?3? ' 5a? 32 ! Ta?3? 9a? 32
— proximarum: ! ! |
2a a2 +162 1 a*+5a2p32 +46%1 a* +13a2532 +368%1 a* + 25a2(32 + 144641 a* + 41a232 + 40064
vel simpliciter; vel si nume- : : :
ratoris loco sumas quod velut : : 15...... : 28 . ..... 45... ...
) ) ) 1 | 3000, 000 | 5000, 000 ! 7000, 000 9000, 000
insulae cuidam inclusum est; I | [
1000, 001 1000, 000,000,000 ;  1000,013,000, 036 | 1000, 025, 000, 144 1000, 041, 000, 400
in y, ductae, seu dimidia Rect- : 5,000, 000 : :
angula  FE = (Tri)angu- : 4! |
| |
| |
| |
| |
Ser. IV S :
A6OFA  ABBA |
= = Por- |
2a a |

tio(nes) Figurae Resecta-
rum, sive Terminorum
seriei tertiae, numeratori-
bus sumtis insulae inclusis,
sive in Terminos seriei

primae ductis, summa.

17 BCC L andert Hrsg.
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19

. Y
S I =
eries L. -

x
Ser. II. %
Ser. III.
A6OAA

2a
Rectang. AAJ, seu
sinuum versorum x, in
6 =AA,= 1. ductorum

per 2a divisorum.

. sumima

Series IV.

Ad =y
2a

Series V.

AdOEA  ABBA
20 a

Segmenta per a. divisa,
residuum terminorum
seriei quartae, detractis

terminis seriei tertiae.

TAB. IL.

eadem cum seriebus I. et II. Tabulae praecedentis

132 5a% 3% 4+ 83* 14a*B3? + 98a23* 4 1083°

a? 4162  a* +5a2B2 +4B*  aS + 14a*32 + 49a23* + 3636

133 833 2733
a? + 142 a? + 432 a? + 932

Ad ASOAA B ABBA
2a 2a N a

etc. etc.
10
6463 12553
a?+ 1652  a?+ 25032
15
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Schol. Sed et Serie quarta Tab. II careri potest, nam ad propositum aliquod seg-
mentum ACF A, vel aequalem ei duplicato portionem AumH A figurae Resectarum cal-
culandum, sufficit haberi aream non omnium praecedentium sed ultimi rectanguli A9,
simplici multiplicatione xy. a quo termini seriei tertiae, seu complementa detracta da-
bunt portiones figurae Resectarum, seu segmenta. Et ideo ex his duabus methodis cal-
culus posterioris Tabulae nonnihilo brevior videtur. Interim sciendum est, quoniam (.
est infinite parva, ideo series alterutrius Tabulae in infinitum continuandas, si ad
segmentum aliquod assignabile pervenire velimus. Ideo habemus aream segmenti alicujus
dati, v.g. ACF A infinita serie numerorum rationalium expressam, infinita scilicet serie
ipsarum x, cujus summa complemento ad Rectangulum segmenti duplicati, vel portionis
AuvmHA ei aequalis aequatur. Termini autem seriei omnium x, tot sunt, quot unitates
AA,= DD = (. in segmenti dati Resecta AP = AII esse intelliguntur. Ideo si nu-
merus omnium 3 in toto Radio AT = AW. sit finitus, v.g. 1000. (Atque) ita Tabula,
1000 terminorum cujusque seriei, condita intelligatur, adjicianturque segmentis Triangula
ABW  habebuntur sectores, sed non ideo in Numeris rationalibus. (In) datis Angulis li-
cet mechanice (— —) sinus vicissim. Dato sinu verso et recto segmenti cujus area
postulatur, Resectae ejus quantitas seu Numerus omnium [ quae continet, ac proinde
et area, per appropinquationem habebitur. Sed aliam mox incomparabiliter

commodiorem exponemus.

Problema II:

»,Quadratura Mechanica Circuli sectorumve datae ad circulum rationis; p(art)i-
,(umque) (—) omnem, quae (—) methodo omnibus hactenus repertis abs{ol—)
,2quandoquidem illa nullis radicum extractionibus utitur, et in ipsis Circuli partibus
ynullam ut hactenus omnes, Tabulam vel sinuum vel polygonorum (jam) compu-
,tatam supponit.

Ac primum de sectoribus quorum arcus ad circumferentiam habet cognitam nobis
rationem (unum) est quod separatim dicamus, cum sufficiat aream Circuli cognitam, per
rationem circumferentiae ad arcum sectoris dati, dividi. Sector autem datus ut AW FCA
cujus arcus ACF sinus habet rectum HF', versum AH, notae ad sinum totum seu ra-
dium, AW relationis, (id enim est Geometrice describi posse;) secetur in duas partes:
Triangulum AFW quod fulcrum appellare soleo, et segmentum AFCA, quoniam
Trianguli area separatim haberi potest, segmentum (autem) methodo mox tradenda in-

13-16 (Atque) ... vicissim erg. L 29 rectum AH, versum HF L dndert Hrsg.

10

15

20

25

30



10

15

20

22 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

vestigabitur. Vel potius, sector iste secetur in alias duas partes semisegmentum AH F,
et semifulcrum HWF'. ita enim area semifulcri seu Trianguli statim sine ullo calculo
habetur. Constat autem dato radio et alia praeterea recta ad arcum determinata, v.g.
vel sinu recto, vel verso, vel tangente, vel secante, vel Resecta, seu tangente arcus dimi-
dii, etiam caeteras ex istis Geometrice haberi. Si qua porro alia circuli portio datur,
ut Lunula, Arbelus, Trilineum concavum aut convexum, modo sinus arcuum compre-
hendentium dentur (dabuntur autem vel Geometrice, Geometria scilicet plana, aut al-
tiore, vel quo casu ad Tabulas jam supputatas confugiendum est, ex sinuum canone)
facile ad Segmenta reducentur. Segmenta autem quadrabunt(ur quadra)tis portionibus
Figurae Resectarum, quae ipsis duplicatis aequantur. Hae vero portiones (v. g.
AumHA) quadratae erunt quadratis earum ad Rectangula (v.g. Am) ejusdem basis et
altitudinis, sive ut quidam vocant isoparallela, complementis, (v.g. AurllA.) Comple-
menta autem ista sunt summae ipsarum x, seu Ad, (v.g. Yu, IIr) sinuum versorum ad
Resectam AA = AD, v.g. AIl = AP applicatorum; seu summae ipsarum x simpliciter,

si in infinitesimam arcus segmenti velut unitatem constructionis ductae

4 4
o T y? v+ % B % y? y .
intelligantur. Est autem — = = = = — ————. Cujus Re-
2. a2 + 12 a2 + 12 a2 at* + a2y?
4
sidui terminus auferendus % eodem modo tractetur, idemque in residui residuo
a* + a’y

factum intelligatur in infinitum. Porro quoties residuum quoddam auferendum est ab ali-
qua quantitate, a quantitate illa deminuenda auferetur tantum Terminus qui in residuo
diminuendus est, vero addetur is qui in Residuo est subtrahendus, permutatis nimirum

additionis et subtractionis signis, ut constat. Unde haec omnium productorum series erit:

g2 oyt S S ylo g2
— -5+t — 5T 15— -5 etc. in infinitum. Quod ex Tabula subjecta elegantius
a a a a a a
apparebit:
. a2 2  dt 4 a2 2 .
22 NB. summa omnium -5 =5 1T 5 etc Ergo — + =5, et ita porro
y=ta Yy ) Y Y a
a* +y* . L .

= —5—— etc. idemque in altioribus, summa eorum haberi potest.

y2a

7f. Geometria ... altiore, erg. L 15 velut ... constructionis erg. L

12 quidam: vgl. z. B. H. FABRI, Synopsis geometrica, 1669, S. 315.
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4 4 4
2, Y Y vy
y? :+y+2 2 _ v 22 :i e
a2 +y2 a2 + y2 a CL2 +y2 a2 a4 + a2y2
2 4 -yt — A 4 6
a? at + a2y2 at + a2y2 at ab + a4y2
8 4 8
6,92 Y
_i Y0 B +y° + 76 2 Y0 - y®
al ab + ay? ab + aty? ab a8 + aby?
10,6 10
LYY Y
+£ Y s + 2 _ _i y10
a6 a8 + aby2 a8 ' al0 4 g8y2
. 12,8 12
o, Y Y
_y_s y10 B Ty + =5 2 +y10 ne e
a8 al0 4 a8y2 al0 + 8y2 ald @12 4 q10y2 '
v _ vy Yy LUV L e
P = Tal Tl Tas T 6 13 .
_ y2 _x A& Ty, vel lIr ete.
Ca2+49y2 2 2a 2a
2 4 6 8 10 12 2
Y Y Y Y Y y- o x _ ya . - e .
vel +=— ——+4 = ——+-0 — =3 = - = ——— omnibus scilicet per a multiplicatis,
a a a a a a 2 a4y
y*a
ut assumta initio quantitas restituatur.
CL2 + y2

Quoniam vero series ista non nisi uni x aequivalet, et vero ineunda est summa om-
y*a
sed unico termino ingrediente y = AA qui continue major atque major arithmetica pro-

nium; ipsae x, autem inter se non differunt forma aequationis, sunt enim omnes =

gressione assumitur; ideoque eadem series omnibus sigillatim applicari sive infinities re-
peti potest. Sed ut omnes illae series repetitae invicem addantur, opus est ut diversitas
ipsarum y exprimatur. Posito ergo AA = § = AT = TII = [IM etc. sive positis inter-
vallis omnium =z, ipsi resectae AT vel minori normaliter applicatarum, sive, differentiis
abscissarum AA, aequalibus tunc ipsae y, seu abscissae, complementi A06ST A alteri-
usve minoris ut AdduM A arithmetice crescent, ponatur ergo prima y = AT = AA =10
secunda y = All = AA + AA = 203, tertia y = AM = 3. atque ita porro in infinitum;

supposito scilicet altitudinem complementi seu resectam Circularem, AA, sectam esse in

8f. vel ... restituatur. erg. L
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24 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1
a? + y? a a3 a®  ad’ ’

ay?  4p% 164! N 643°  256°
a2+y2 a a3 ad a’

x
partes infinitas. Jam si y significat 13, erit 5=

etc., atque ita de caeteris,

significat 2, erit g =

ut ex Tabula subjecta signo ® patet.

3 Auf der tiberndchsten Seite, nachtraglich tiber die Blindzeichnung zur Lesart zu
S.277.8—-5.28 Z.1 geschrieben: Tab. ®

ay? T : -
( R = 5) applicatae complementi Figurae segmentorum,
a Y
(a) Radius Circuli,

(y) altitudines sive abscissae complementi figurae segmentorum, eaedemque Re-

scissae segmenti Circularis dati.

() Infinitesima abscissarum, sive abscissa minima, vel infinite parva, cujus repetitio-
nibus infinitis caeterae abscissae constituantur: Differentia perpetuo eadem abscissarum
arithmetice per minima crescentium. Unde prima abscissa erit 13, secunda 23, 3ta 33
atque ita in infinitum. Abscissis ergo arithmetice crescentibus; applicatae ita crescent:

132 154 136 138
1M% g =143, dabit 1" il + ﬁ — i i — i etc.
2 a a? a® a’
432 1634 436 2563%
2C‘ay:2ﬁ,—QC‘M’“—:+i - 65 +6§ — 5675 ete.
a a a a
; : 932 8l... 729... 6561 ...
3t1a y = 357 3t1am o % _ -+ — etc
16. .. 256... 4096... 65536...
4%y =46, —— 4m — etc.
etc. usque ad maximam y etc. etc. etc. etc.
quae est arcus AF
segmenti dati, sinus
versus 7.
Summa omnium y, seu area Figurae
163 1b° b’ b?
AHWUA, dlmldlata, erit: + gg — 55 + ﬁ — W etc.

cujus duplum si a Rectangulo Allmr, sub Rescissa et sinu verso comprehenso auferatur,
restatur duplum segmentum. Atque ideo, si dicta area dimidiata, subtrahatur a Triangulo
AHP, residuum erit segmentum AFCA.
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Qua constructa non jam amplius diversae dimensiones ejusdem y, sive series in
Tabula transversa considerentur, sed eaedem dimensiones diversarum y seriebus Tabulae
descendentibus junctae intelligantur: v. g. series una descendens erit +/3% 4+ 43% + 932 +
1632 etc. quadratica; alia erit Quadrato-quadratica: a priori auferenda —p* — 16454 —
8154 — 2563* etc. et ita porro alternatis additionis subtractionisque signis: Ne autem a,
ubique subscribatur, sufficit sub finem seriei descendentis sive in imo annotari quod ea

per a, dimensione seriei affectam dividi debeat. Sed quoniam hoc modo summa omnium

harum serierum, dat solum summam omnium o ideo ut det summam omnium 5
a

sive ut omnia multiplicentur per a, ideo series quaelibet non per a, dimensione tanta,
quanta seriei est, sed uno gradu minore affectam, divisa intelligatur, v.g. tota series
+3%24+462+94% 41632 etc. dividatur per a. loco a?, et series: —3* —163* — 8134 —2563*
etc. per a3. loco a*.

Jam ut summa cujuslibet seriei descendentis ineatur, meminisse oportet, quod jam
a tot aliis demonstratum est, quoniam coincidit cum Quadratura Paraboloeidum simpli-
cium: Summam terminorum si crescant ut numeri Naturales deinceps ab unitate, aequari
altitudinis,id est numeri terminorum in basin id est terminum maximum, pro-
ducto rectangulo dimidiato: Si ut numeri quadrati tunc summam aequari Trienti rect-
angulo solido, ex altitudine, in quadratum ultimum, seu terminum; etc. Quando autem
terminus maximus, ejusve radix, quadratica quidem in serie quadratica, cubica in serie
cubica, etc. aequatur numero terminorum tunc simpliciter dici potest, seriei Naturalium,
sive ut acutissimus Wallisius vocat primanorum, summam, aequari dimidio quadrato
Numeri Terminorum sive altitudinis: seriei quadraticae sive secundanorum summam ae-
quari Trienti cubi altitudinis; seriei cubicae sive Tertianorum summam denique aequari
quadranti quadrato-quadrati; altitudinis; atque ita porro in infinitum.

Est mihi demonstratio quaedam universalis, qua omnium Paraboloeidum et Hyper-
boloeidum non tantum hujus naturae sive simplicium areae, seu primanorum, secun-
danorum, etc. item subprimanorum, subsecundanorum; horumque potestatum; ac om-
nium denique (demta prima Hyperbola,) reciprocorum summae exhibentur; sed et Pa-
raboloeides atque Hyperboloeides compositae quadrantur, sive primano-secundanorum,

secundano-tertianorum, primano-tertianorum, etc. horumque potestatum et reciproco-

14 aliis: z. B. J. WALLIS, Arithmetica infinitorum, 1656, S.1f. (WO 1 S. 365). 21-26,5 sive ...
est: vgl. VII,4 N.39; S.632f. 21 vocat: J. WALLIS, Mechanica, 1672, S.144f. (WO 1 S.665f.) bzw.
Arithmetica infinitorum, 1656, S. 35 u. 54 (recte 44) (WO I S.384 u. 390). 25 demonstratio: s. VII, 4
N. 39.
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26 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.1

rum summae exhibentur. Quod hactenus apud neminem reperi. Neque enim est quod
sciam, qui summam seriei hujusmodi Rq 1. Rq8. Rq27. Rq64. Rq125. etc. vel Re 1. Re 4.
Rc9. Re16. Re 25. sive finitis sive infinitis terminis assumtis inierit. Quod tamen non in
hac tantum, sed et infinitis aliis id genus seriebus ex demonstratione mea unica facile
est. Sed ista non sunt hujus loci. Ut ergo summae harum serierum, quae Paraboloeidum
progressionibus analogae sunt, ineantur, opus est determinare numerum terminorum qui
in omnibus seriebus idem est, seu numerum unitatum ([ in altitudine AA v.g. AM,
complementi quadrandi AdduM A; vel quae eadem est in Resecta AR = AM sive maxi-
ma 3. reperiendarum, seu quantitatem Resectae, AR segmenti ad quadrandum propositi
ACFRA, quam datam esse suppono.

Nunc assumemus Resectam segmenti dati esse semper radio (a¢) minorem, quod et
verum est quoties segmenti arcus quadrante minor est; si vero segmenti arcus sit qua-
dranti circumferentiae circuli aequalis, ut si segmentum sit ACFRLA, tunc Resecta ejus
AR est radio W L aequalis. Quodsi arcus ACFRL esset quadrante major, Resecta quo-
que AD foret radio major, quae omnia sine prolixa demonstratione satis per se manifesta
sunt. Quid ergo? In promtu remedium est, nam ob uniformitatem circuli, segmentum
aliquod potest separari in duo vel plura minora, quorum singulorum arcus sunt quadran-
te minores; ita si poneremus segmenti dicti ACFRLA, arcum esse quadrante majorem.
Manifestum est, hoc segmentum resolvi posse, in Triangulum ARL, et duo alia segmenta
minora ACFRA, RBLR quorum segmentorum area ex tradendis sigillatim ineunda, et
area Trianguli ARL, quae ex communi Geometria facile habetur, addenda est, atque ita
segmenti totius propositi arcus quadrante majoris area habebitur. Porro quanto minor
est ratio Resectae ad radium, seu quanto minor est arcus segmenti ad quadrandum pro-
positi ratio ad circumferentiam, eo minore opere et majore tamen exactitudine habetur
area. Ideo utile est arcum propositum si nonnihil major quam expedit esse videatur, in
duas aut quatuor aut octo etc. partes dividi, quod fieri Geometrice potest: Et haberi
possunt sinus partis aliquotae, nullo plane negotio ex theorematibus nostris quoniam
dato sinu recto versoque datur et Resecta per Theorem. 2. Resecta autem est Tangens
arcus dimidii, quo habito etiam sinus rectus ac proinde et versus arcus dimidii facile

26-27,1 Am Rand:

1 neminem: Die Quadratur der hoheren Parabeln bzw. Hyperbeln gelang vor Leibniz u.a. auch
Fermat und Torricelli; vgl. J. E. HOFMANN, Leibniz in Paris, S.55-57. S. auch VII,; 4 N.34 S.574.
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habetur, ac per hos iterum arcus dimidii Resecta et ita porro. Et vero etiam ab aliis
admonitum est, progressionem quandam existere, continua subsectione, ex geometrica et
harmonica mixtam, ut adeo facile sine multo calculo datis sinubus arcus dati, octavae

3-28,1 octavae (1) et decimae sextae etc. partis sinus habeantur. Esto in fig. 5. Arcus circuli AEC
cuius ce(ntryu(m D.) Sinus |versus erg.| AB. rectus

BC. Radium AD. = appellabimus a. sinum versum v.

va
rectum r. Resecta AF erit = fva) (a) ergo GE sinus
r

arcus dimidii cum sit GE = AF (b) Tangens (c¢) ejusqve

2
/ dupla AL = (aa) 2va (bdb) 2 (aaa) Jam BH = 2a—(v)
r

(bbb) denigve notam etiam pono AC. chordam, qvam
cum sit applicata parabolica vocabo p. Ergo cum sit

98 2va,
AI(AH & T 4va? 2va?
pr — ALAN r = 2 it DF = ——
AC P rp rp
-~ 1
DE T2 T P p C=p
Et qvia GE = AF = — = =L - idemqve aliunde manifestum est GE esse = ——
DF  ZvaZ 2 2t 2 2
rp rp

qvia GE = AK (aaaa) Jam ut habeamus (bbbb) | porro DK = DG et ideo AG = EK gestr. und wieder
giiltig gemacht| (aaaaa) Cum ergo sit (bbbbb) hinc non opus est (cccec) Jam ut inveniemus AE, ma-

DE "~ KC AE HE AE "~ HE
-= B _ap at — = DL,” — = eidem ergo ap _ 4An e Ergo
2 4 2 2 4 4
ap = AE ~ HE gvod aliunde constat. Nota Triangula FAD. et ABC. similia sunt qvia (aaaaaa) ut
(aaaaaaa) AB a (bbbbbbb) AF ad AD, ita AB. ad BC. ergo etiam DF et (aaaaaaaa) FK (bbbbbbbb)
AB AK

AC. proportionalia (bbbbbb) BC — KD (2) et decimae sextae etc. portionis sinus habeantur. | atqve ita
habita arcus dati AFL. portione aliqgvota AF, qvaeremus segmentum ACFA, eiqve addemus Triangulum
seu Fulcrum AFW), ita habebitur sector AWFCA qvi ductus in rationem (a) partis ali (b) totius arcus
dati, ad partem aliqgvotam dabit sectorem, (aa) et sublato (bb) AWLFA erg. | Neqve vero Tabula hic,

aut subsectione in minutas partes opus est. (aaa) Atqve ita praeparata jam figura cuius area qvaeritur

nifestum est V'™ EDH =

(bbb) Sed et dummodo arcus datus minor sit qvadrante, subsectio omnino omitti potest. (aaaa) Atqve
ita praepar (bbbb) Atqve ita praeparata jam figura cuius area qvaeritur (3) et L

1 aliis: vgl. J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1667, insbesondere S. 30-46; ders.,
Exercitationes geometricae, 1668, S.2-5 [Marg.]. 4 fig. 5: Die Figur ist lediglich in Blindtechnik
ohne Punktbezeichnungen ausgefithrt. Leibniz bezieht sich ab Stufe (2) der Lesart wieder auf Fig. 4. Die
Blindzeichnung hat Leibniz spater mit der Tabelle ® (s. S.24 Z.3) tiberschrieben.
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et decimae sextae etc. portionis sinus habeantur, atque ita habita arcus dati v.g. AFL
portione aliquota AF, quaeremus segmentum ACF A, eique addemus Triangulum seu
fulecrum AFW. ita habebitur sector AW FCA, qui ductus in rationem totius arcus dati
ad partem aliquotam assumtam, dabit sectorem totius arcus dati, AW LF A ablatoque
fulcro ejus seu Triangulo AW B relinquet aream segmenti dati quaesitam. Sed et subsectio
omnino omitti potest, modo arcus dati segmenti sit nonnihil minor arcu quadrantis, et
calculus quem nunc exponemus, paulo longius continuetur.

Ut ergo ad calculum ipsum, figura ita praeparata accedamus: sumenda est Rescissa
v.g. AP segmenti v.g. ACFA cujus Quadratura quaeritur, vel quod idem est AII al-
titudo complementi Respondentis AunllA quae duplici via exprimi potest, vel, simplici-
ter, quoniam nota est, appellando eam b, vel relatione ad ipsam a. radium, ut si ponamus

a
b = AIl = —. Ergo quoniam Rescissa complementi altitudo est, summa seriei descenden-
g

tis in Tabula

13 NB. Haec persequenda

a’>  a? B 2a°
3 5 15
a2 a? B 2 .
79 63
2a? 2a° 2 2
vel 16@_ 7 + 64(1— 7 etc. positaque a = 1 fiet 6_1 + 611 etc., quae dimidiata dant:

1 1
61 + 611 etc. Haec jam rursus ut supra dividi possent, haberemusque mera +.

2 %, e
NB. Hoc si auferatur a: 161E 1 + 646f 1 fiet 12 : 1 =1 etc. y2a—2a2 = y2y_2 > v _
6 6
a? at at af — % * Z_Q at a® .
E + R w——y = R— = E + m. NB. Continuanda haec
methodus qua y semper veniatur. Sic et dividendum nyQCﬂ etc. NB.

14-21 Vgl. VII, 3 N. 25 S. 294-297.
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¥ bd b>
+—=—,sia=1 - — ==
3a 3’ 5a3 5
primae erit, + secundae —
n ad B a? a?
3yBla 343 57°
b’ b’ Y Y
+ — = —, sia=1. — —_— = —
Tab 7’ 9a”
tertiae + quartae — etc. etc.
a? a?
R " Uy

Quae series dupliciter reduci possunt vel deprimendo dimensiones, vel elidendo aliquem

. . . a . .
terminorum, nempe a: Deprimendo, quando, b resoluto in —, summa omnium Termi-
Y

norum ejus seriei dividitur per ipsam a dimensione exponentis binario minoris affectam

quam est exponens potestatis ipsius b. summam seriei exprimentis. Unde fit ut summa

2 CL2 (12 a2

omnium serierum, talis oriatur: 33 — 57[5] + 77[7] — 97[9]

portionum aliquotarum ipsius quadrati a radio. Cujus tamen summa finitam ad ipsum

ete. id est infinita series

quadratum radii seu a?, habet rationem, ut in aliis infinitis ejusmodi seriebus contingere
solet, de quo pluribus suo loco, cum de Geometrica quadratura quarundam
figurarum quaestio erit. Illud interea hinc appare(t) Quadraturam Circuli reper-
tum iri. Elidendo autem terminum a, id est ponendo a = 1. unitati, ut tuto omitti
possit perveniemus ad seriem Mechanicae quadraturae aptissimam, nempe:
b3 B ad 1 b° a® 1 b’ a’ 1 b?

3T gp Rt =) = o — o s e s e T ST T g T

163 <a_z a
Am Rand: —— =
3 m Ran 3 ¥ e

15f. Illud ... iri erg. L

17 nempe: Die Vorzeichen in der anschlieBenden Formel haben zusatzlich Klammerfunktion.

10

15
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1
999 — 999 etc. Et jam nunc ratio apparebit, cur debeat Resecta, v.g. AP = AIl =
gl Y

1 1
esse minor quam Radius AT = a. ita enim posita a = 1. et b = —. erit — fractio mi-
Y Y

nor unitate. At fractiones unitate minores hoc habent, ut multiplicando non augeant
sed minuant quantitatem. Ideoque si repetitis saepe vicibus in se ducantur, continue
imminuentur progressione geometrica ad eam usque parvitatem, ut tandem infiniti duc-

tus potestatum altiorum qui adhuc supersunt, negligi possint. Exempli causa si pona-

. . . 1 1
tur v = 10, seu b = — ipsius a, manifestum est — esse unde fa-
10 ~10 10, 000, 000, 000
1
cile intelligi potest quantae exiguitatis futura sint quae sequuntur —7. —5. etc. Dif-
8l 8
. . 1 1 9 . . . . 1 10
ferentia enim —— a —— est . cujus differentiae ratio ad ——, est —,
y10 411 100, 000, 000, 000 ~10 9
1 1
quod scilicet prodit diviso —5 per —7. Jam per hanc rationem multiplicetur —5 fiet
Y 8
10 L ilicet fracti ib tur in infi
= uae scilicet fractio omnibus, quae sequentur in infi-
90, 000,000,000 _ 9,000,000,000 4 d

1

1
nitum post ipsius — = 0 potestatibus, simul sumtis aequalis est, eaeque proinde
Y

4107
tuto negligentur. Fateor autem lubens hoc tractandi fractiones, et ad mechanicas qua-
draturas adaptandi inventum magnam partem deberi ingeniosissimo Viro Nicolao Mer-
catori Holsato, qui eo ad Hyperbolen et Logarithmos praeclare admodum usus est: Ita
ut insignis Geometra, Joh. Wallisius qua est ingenuitate publice pronuntiaverit; eam esse

tam absolutam tamque expeditam Hyperbolae quadraturam, ut nescire se profiteatur an

12 Uber aequalis:

6 Exempli causa: Die nachfolgende Restabschéatzung fiihrt Leibniz nicht fiir die Kreisreihe son-
1
dern die Summe iiber alle ganzzahligen Potenzen von o durch. Leibniz unterlaufen kleinere Fehler und

Ungenauigkeiten, die die allgemeine Diskussion jedoch nicht beeintrachtigen. 15 usus: N. MERCA-
TOR, Logarithmotechnia, 1668, S. 25 u. 29f. [Marg.]; vgl. VII,4 N. 3;. 16 pronuntiaverit: J. WALLIS,
Logarithmotechnia Nicolai Mercatoris, 1668, S. 756.
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melior sperari debeat. Et certe qui Logarithmorum ope quadravere Hyperbolam egregii
Geometrae facile quidem sese absolvunt; sed supposita jam constructa Logarithmorum
Tabula, at vero hoc artificio tractandarum fractionum, similibusque aliis in Mercatoris
Logarithmo-technia expositis ipsa Logarithmorum constructio facilis redditur, omniaque
velut a fundamentis repetuntur.

Caeterum nemo est qui non videat facilem hujus artificii ad Hyperbolam fuisse ap-

plicationem, cujus scilicet ordinatae ad asymptotam applicatae ad fractionum instar,
2 2 2
a® a® a

T35 3 etc. progrediuntur. At vero Circulum ip-

sum ita tractari posse, nemo opinor vel sperare ausus est. Ego cum ad commodam Circuli

numeris naturalibus reciprocarum,

dimensionem illud maxime obstare viderem, quod ordinatae ex curva ejus ad axem ali-
um quemcunque demissae valore per relationem ad abscissas expresso nunquam absolvi

possent ab irrationalitate, cum contra in parabola et Hyperbola omnibusque paraboloei-

dibus et Hyperboloeidibus simplicibus possint, (: quoniam enim in Parabola ay = z2.
z? a®

erit y = —. et quoniam in Hyperbola yx = a?, erit y = — :); observaremque nume-
a x

ros irrationales ne finitos quidem, nedum infinitos, praeterquam ubi aliunde figurae lux
effulget, ut mihi in Paraboloeidibus et Hyperboloeidibus compositis contigit; in sum-
mam colligi posse, nisi forte signo + eas conjungere cum Analystis nostris, additionem si
Diis placet, voces; jam pene de proferendis Cyclometriae pomoeriis post tot magnorum
Virorum inventa, desperabam: donec venit in mentem alias figuras comminisci atque
experiri circulo ocuyvdtoug, quod praeter omnem spem aliis frustra tentatis, feliciter suc-
cessit in Figura Resectarum, sed post maximas ratiocinationum ambages, quibus tandem
eo enixus sum, Complementum Figurae Resectarum segmento duplicato aequale, ejus in
circulo esse naturae, ut Rescissae v.g. AM, velut altitudinis, qualibet abscissa AA po-

2

a

sita (y), applicata autem seu sinu verso Ad, posito (z) radio (a). Sit z = % sive
¥ +a

Y2 a2

= 5 —— = 1 — —5—— revocata aequatione ad fractionem quandam Hyperbolicum

y*+a a? +y?

X
a
1 qvi | ex Gregorii a S. Vincentio inventis erg. u. gestr.| Logarithmorum L 8 vero (1) figuram

aligvam Circulo symme(t) (2) Circulum L 12f. omnibusqve ... simplicibus erg. L 20 aliis ...
tentatis erg. L

1 qui: Gemeint sind wohl Gr. de Saint-Vincent und A. de Sarasa; vgl. die Erl. zu S. 12 Z. 17 u. S. 12
Z.19.
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quiddam prae se ferentem, quoniam hyperbolae communis ordinata ad Asymptotam ita
2
a

explicari potest: =x.

a+y
Tantae molis erat Circulum reddere ordinatarum Rationalium patientem. Hoc vero

impetrato ausim dicere quadraturam hanc mechanicam esse omnibus hactenus inventis
5 absolutiorem atque expeditiorem: Scilicet nulla supposita jam constructa aut continuata
polygonorum sinuumque tabula: cum area propositae portionis circularis haberi ex ip-
sis problematis visceribus summa cum exactitudine ac facilitate, simplici multiplicatione
atque additione, nulla radicum extractione, nullo ad Ludolphi Snelliique Numeros, alios-
que laterum inscriptorum circumscriptorum, sinuumque calculos recursu, possit. Tabulae
10 enim ejusmodi, neque semper sunt ad manum, et emendatione nonnumquam augmentis
atque continuatione plurimum opus habent; ac ne praestant quidem semper quod com-
putus noster ex tempore et de suo. Inprimis autem facilis est calculus, cum v = 10 vel

alii numero decimali. Ita enim

1 n 1 n 1 1 1 1
33 7 1111 55 9+9 12~12
15 facit
1 " 1 " 1 1 1 1
3,000 ' 70,000,000 ' 1,100,000,000,000 500,000  9,000,000,000 12,000, 000,000,000
1,100, 000, 000, 000 12, 000, 000, 000, 000
ey T By — ce 9, B
231,000, 000, 000, 000, 000, 000, 000 54,000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 00
20 Quodsi v non sit numerus decimalis, fractio tamen — utiliter ad decimalem revocabi-
8

tur. Saepe autem, vel primus terminus ad mediocrem exactitudinem sufficit, ut in exemplo

praecedenti, si resecta sit decima radii pars; tunc posito quadrato radii 3000, poterit dici

7f. simplici ... extractione, erg. L

8 Ludolphi Snelliique: v.a. LUDOLPH van Ceulen, Vanden circkel, 1596, lat. Fassung De circulo

1 1
et adscriptis liber, 1619; W. SNELL, Cyclometricus, 1621. 14 ———: Richtig wire ———; Leibniz
12~12 13~13

rechnet konsequent weiter.



N.1 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 33

1 1
500, 000 i 70,000, 000

complementum figurae Resectarum esse 1, caeteris enim terminis —

etc. facile poterit careri, ob parvitatem.

[Spdterer Zusatz|

(F) G
) (E)

E

T (T) R
B (T)

()

(c

A Q

[Fig. 5]

b3 b5 b? b9 bll
Si tangens BT sit b. erit arcus BC' n 173 + 57 + 311 etc. Jam tangenti

BT applicetur recta T'E, aequalis arcui BC'. curvaque per ipsarum T'FE extremitates
transeat BE(E)((E)). Ipsa AB producatur in F' ad partes F, donec fiat BF aequalis arcui
quadrantis, et ducatur F'G parallela BT'. Patet eam fore curvae E(FE)((E)) asymptoton.

b b v b
TFE sit e. et BT n b. Aequatio curvae naturam explicans erit e n 173 + 5T etc.

1
1 +m L dandert Hrsg. 2 parvitatem. | Imo venit qvoqve ratio in mentem cuius ope effici
)

qveat ut neqve (1) minorem esse (2) a necesse sit ponere = 1, neqve . minorem gvam a, Cum enim

3
inventa qvantitas sit: (a) a® (b) 2 gestr.| L
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b? bt be B8

Et summa omnium e, sive area figurae, erit haec: f en E — 3,—4 + 5,_6 - ﬁ etc. m E.
) ] o b3 b5 b?
Eodem modo si rursus quaeras summas ipsarum F, fiet fE n 1.2.3 — 545 + 5.6.7
9

— 7 8.9 etc. Et ita porro.
Jam videndum si alicujus summa, et summa summarum, et summa
summarum summarum in unum addantur, quaenam inde fiat figura.
Sumamus Triangulum. Huic imponatur suum Trilineum parabolicum,
et huic suum Trilineum cubicum, et ita porro in infinitum, fiet solidum

[F'ig. 6] cujus quaeritur area. Nempe summa:

b b? b3 b

1 1,2 1,2,3 1,2,3,4
dabit unum planum ordinatum hujus solidi. Ergo Area solidi erit

L L b
1 1,2 1,23 1,2,3.4 1,2 1,23 1,2,3.4 °C
bbb

Quare — — etc. cylinder sub unitate unius plani, nempe ultimi, seu maximi,

11,2 1,2,3
ex impositis sibi rectis summas summatas repraesentantibus facti excedet summam seu
aream summae summatorum, seu aream hujus solidi, ipsius primae maximae rectae or-

dinatae, cylindro sub quadrato unitatis. Cumque idem sit, de singulis, nempe de summis
R
summatorum — et — et — etc. videtur et summa summatorum (seu progressio 4+ summa

3 )
+ sum. sum. + sum. sum. sum. + sum. sum. sum. sum. etc.) ipsarum e ab e, differre a

cylindro basis in unitatem (id est cylindro summae summatorum; solius ordinatae ma-

11 1
1 Daneben: - — — + — — — et
aneven: 5 " 19730 56 O C
1111
16 "15 28

15-35,1 Nebenbetrachtung: (1) Summa summatorum est cylinder (2) summa summatorum est (a)
1 1

solidum (b) solidum cuius area aeqvatur cylindro baseos in unitatem, demto gestr. L 19 —1—% mT

L dndert Hrsg.
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ximae), cylindro baseos basis in unitatem quadratam. Quod est theorema admirabile,
et accessio ingens Arithmeticae infinitorum; cum enim quod de e demonstravimus dici
possit de omnibus quae per rationales incognitam in fractione non habentes enuntiantur;
possint autem omnes quantitates hoc modo enuntiari, saltem in infinitum progrediendo
sequitur hoc theorema de omnibus figuris esse verum. Ecce novam ac mirabilem metho-
dum demonstrandi aliquid de omnibus quantitatibus; universaliter, ex eo quod suppono
demonstratum omnes quantitates per hujusmodi finita vel infinita enuntiari posse. Non-
dum vel me vel alium tali inventionis principio usum memini.

Ut appareat in conspectu

I E B =y ey
1) 1,2a J 1,2,3¢2 ) 1,2,3,4a3 1,2 1,2,3a 1,2,3,4a2

ba )
b b
b2 1, 2 b3
1,2 1,2,3a
b3
1,2,3
[F'ig. 7a] [Fig. 7b]
Basis baseos est b. ultima, ordinatarum extrema Basis seu planum ultimum est composi-
b? b3 b

tum ex ordinatis — maximae scilicet b. Hujus Baseos cylinder

1 1,2a 1,2,3a2 1,2,3,4a3’
ba b2 b b
1 1,2 1,2,3a 1,2,3,4a2"

notandum est ipsas b. b2. b3. habere constantem b. quemadmodum ordinatae Logarith-

in a, unitatem, est compositus ex planis ordinatis

(Ubi vero

5f. NB.

9 (1) Sed nunc in viam (2) Breviter sic: Si sit planum homogeneum solido summae summatorum,
(a) Area (b) soliditas summae summatorum, est cylinder baseo (aa) plan (bb) in unitatem Daneben:
Qvoad enuntiationem sic potius exhibeatur Dazu: Error fuit (8) Ut L

10

15
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micae figurae.) Video hic cavendum ab errore nunc enim b. constans, nunc variabilis.
Ergo b. simplici litera significet variabilem, et B, capitali significet ultimam constantem.
Solidum quod est summa summatorum, ita formabitur, ut Triangulo imponatur suum
Trilineum parabolicum, et huic praecedentis Cubicum, et huic praecedentis quadrato-
quadraticum, et ita porro. Sectiones ergo per plana primo summandorum seu Triangulo
assumto parallela erunt trilinea, Paraboloeidea. Sectiones per planum basin habens basi
Trianguli parallelam, axem axi Trianguli normalem, sunt Figurae Transcendentes plus-
quam Logarithmicae, seu quarum ordinatae factae ex ordinatis logarithmicis per produc-
b2 b3

R
etc. ubi in singulis transitur per omnes b. At ordinatae Figurae transcendentium sunt,

B B B (B?) (B%)

. . f L b Calterius =— ~—2 X~ 7 .
unius quidem figurae 112123 etc. alterius 1 1.2 1.2.3 etc

b
tos continuarum divisis. Ordinatae itaque Trilinei sunt unius 1 alterius

N N

[F'ig. 8a]

[Fig. 8b]

2f. constantem | (b) inclusa significet variabilem, sed non in eadem formula expressa erg. u. gestr. |
Solidum L 5 plana (1) axi parallela erunt trilinea, (a) Sectiones vero per bases erunt (aa) b nicht gestr.
(bb) Paraboloeidea, qvorum ordinatae (aaa) basi parallelae (bbb) base (ccc) basi seu maximo Trilineo
(b?)
1,2

7

parallelae (ddd) (b) in alio etc. (b) sectiones per plana basi (2) basi (3) axi (4) primo L
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Jam video tandem in quo fuerit difficultas. Scilicet hae summae summatorum non

dant figuram continuam, sed spatium solidum gradiforme, nam ipsi B. si imponatur

2
= differentia est assignabilis. Verum tamen erit aream hujus spatii scalaris summae

summatorum esse ultimae figurae transcendentis seu baseos per sectionem axi parallelam,
2

1,2a

tantum tamen NB. inde a secunda sua ordinata nempe computatae cylindrum in

unitatem. Sed hoc aliquando si operae pretium exactius.

Nunc ad nostram curvam E(FE)((E)) redeo, ea etiam sic fiet, ponantur tangentes BT
insistere arcubus BC'. in punctis C'. et superficies ejusmodi cylindrica extendi in rectam
BF'. producetur curva BE(E)((E)) arcubus BC. extensis in rectas BH. et insistentibus
rectis aequalibus ipsis BT'. translatis in HFE. Notabile est ergo idem esse tangentes in-
sistere arcubus, et arcus tangentibus, modo sibi respondeant. Figura autem tangentium

arcubus insistentium videtur esse mensurata.

, T (1)
G
S
N %
M (5)
A H
[Fig. 9]
Ob Triangula similia GWL. TBA. TB ~ GL [n] TA~ GW quia g—? n % Jam

TB ~ GL sunt tangentes insistentes arcubus et TA = GW, dant Hyperbolam secantes

4 esse (1) ultimam figuram transcendentem (2) ultimae figurae transcendentis (a) Cylindrum in
unitatem, jam enim |video nicht gestr.| (aa) et (bb) d (cc) |id micht gestr.| qvod ab eo subtrahendum
est, esse nihil, cum | sit tantum (aaa) solidi (bbb) infinite parva nicht gestr. | respectu caetero (b) seu L

13 Fig. 9: Der Verlauf der Kurve S(S) in B ist in Leibniz’ Zeichnung nur angedeutet.

10

15
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scil. ad axem. Ergo quadratura figurae ad quam est BE(E)((F)) pendet ex quad. Hyperb.
b? bt bo b8

Ergo et f e, seu 1;_2 — 3,—4 + ﬁ — ﬁ etc. pendet ex Hyperbolae quadratura.

2
a al
— n AT. GL n ——. Arcus n w. Sint duo arcus propinqui unus w alter €2, fiet
v V=22 propimd
d 2dz>
QO—wn —% 0220w+ w?n =% Sed nihil hine. Si possemus separatim
a? — z2 a? — x?
b? bt b6
metiri 12 31 + TG etc. hinc duci posset aliquid. Porro deprimere possumus, nam:
b b ¥ v b b bl
dividendo omnia per —, fiet: — — —+—— —+4+————_Id est quaeretur figura
v PEETS 1,1 2335 47 59 611 d &
cujus momento a vertice nostra BT E B proportionalis est. Hujus figurae differentiae sunt

1 M+M m+w MOMh differenti 0 %+%36W+%7

—— =t ——— arum rursus differentiae sunt: 0 — —+ — — — + — —

17273 475 6 HH IS CHeerae 5t 273 45

1067 b=t 1b 2b3 365 4b7 517

——. Et horum dimidia; ) — — 4+ — — — + — — —. Consideremus separatim
6 1 2 3 4 5 6

bt 2 4b7 20 wb® Vb v —Vw

1 +§b3+5 3 I‘IF—T.ﬁetW—Qb3.vQ—Vwr|2yethn2y+1.

9 NB. b~ ! hic ad quod nos ducit necessitas.

100y n O
1
2
3
4
6 per (1) 1b’—22, fiet: % — ;—23 + ;;45 - %67 + %89 — 6%1101' sunt scilicet numeri ducti in duplum

~ . - . 1
sui unitate minutum x ~ 2x — 1. seu 2x? — x Possunt autem intelligi factae ex ordinata: (a) 0 (aa)

b b3 b5 y y3 y5 y b b3 b5 b7 b9 bll
22D ) Y4 Y LY ) Multiplicent iaperb. fiet ——— 4> 4P P
3T 7 (%) 3+~ (b) Multiplicentur omnia per b. fiet 1= — o4 o= — 1=+ o0~y

b
et habebimus ordinatam (2) I L

R
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2 1 2 1
Leth—le‘lel‘l 2, yrl_
dy — 1 ¢ dy—1
S8yt — 2y + VI2Jp Ay — 1
2y +1 '
Si generalis esset regula, quod tribus ordinatis Geometrice proportionalibus sum-
1 1 tert: " 1 1
) . tertia eri o )
y+b oy b2 y2 =02, 2] T y+b
1
fiet: o gt hn gt — Py — b quae dabitur ex data Hyperbolae quadratura,
quoniam hae duae ex ipsa dantur. Hinc sequeretur datis duabus figuris semper eam dari,

Sit w n 4y — 1, ¢. erit Q n Vi~ 4y — 1 et erit

(%

mae sint proportionales harmonice, fiet

quae ipsis est tertia aut media proportionalis, imo infinitas, quae progressione geometrica
continuata exprimi possunt; datis ergo duabus formulis darentur semper aliae infinitae,

sed an hoc sit semper verum, inductione examinandum. Si hoc generaliter esset verum

perveniri posset ad aequationes pulcherrimas.
GL AL AL~ GW af
2 _ 2
AN n x. NL n a*— x°. i y NI GL n NI n Nl
BT a2 — 2 2 4
¢ prgo BT n WYY T o BT GLn 22 Bre g =
T T T x

M
NLnvVa? — 22
4

2

et x* n Si tangentes applicantur sinubus complementi; habetur eorum mo-

a
BT? +1
mentum ex diametro absolute, quia omnes BT?; deinde ex axe aequilibrii per circuli
centrum transeunte, ex data circuli quadratura, quia n [ BT ~ z habetur ex circuli
quadratura. BT n NS. et ST n NB. Datur momentum figurae ex BA absolute, Mo-

mentum ejus ex AH cylindro aequipollet. Momentum porro ejus ex AH adhuc semel
4

. a . . .
seu omn. x2. ex circulo pendent ob B2 1 unde etiam demonstrari posset statim
at a?
quomodo figura ———— ad circulum reducatur. Porro + N ————. BT n t et
BT? +1 VBT? +1
2 2 4 4
a a a
dBT n . dr n — n S unde 3% n + —
a4 (14
12 — — L Es miisste — - a? lauten. Leibniz rechnet zunéchst konsequent weiter und benutzt ab
X xX
S.40 Z.2 den korrekten Ausdruck. 20 dx n: Auf der rechten Seite miisste im Nenner des zweiten

Terms \/t2 + 2t1) + 12 + 1 stehen. Leibniz rechnet konsequent weiter.
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2a* 4 :
et f*© [bricht ab]
\/t4 + 2639 + t2%, +t2 4 2teh + 2
©
—Zrt? l —t2
22?2 + a?2? n a*: 2xt? + 20zl n —22%t2. fiet | n ZWmZGQ et s ETe " % et
t2 2 ¢ 2

erit 4 n W.thnia(}[jn%wpra a? — % n Ex n g—ietxn :G—irl

2 tGL 2 2 $2 2 12 2
a—ﬁetﬁrl n +awetGLr| +a% v +a’¢.ErgoGLadw
Vi +a? V2 + a? t2 t3

5 ut cub. a V12 + a? ad cubum a t. Est autem v/#2 + a? tangens, ergo differentia arcus ad
differentiam tangentis est in triplicata ratione secantis ad tangentem.

5t (1)|8%n

GLVt2 2 £2 2 V2 2,
f—i_a n nicht gestr. | ‘;a ¥, (a) n (b) seu GLI‘I# (2) est L
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2. AUS UND ZU HUYGENS, DE CIRCULI MAGNITUDINE INVENTA
[30. Dezember 1673 — Mitte 1674]

In einer auf den 30. Dezember 1673 datierten Notiz hielt Chr. Huygens fest, dass er ein
Exemplar seines Werks De circuli magnitudine inventa (zusammen mit J. Gregorys Vera circuli
et hyperbolae quadratura) an Leibniz ausgeliehen hatte (vgl. HO XX S.388 Anm. 2 sowie III, 1
S.LV Anm. 243). Leibniz diirfte die hier abgedruckten Exzerpte und Bemerkungen kurz danach
geschrieben haben. Dass er dabei Huygens’ personliches Exemplar zur Verfiigung hatte, zeigt
seine Wiedergabe einer Randnotiz von Huygens (gedr. HO XII S. 145; s. u. S. 44 Z. 14-18). Das in
N. 23 verwendete Gleichheitszeichen = gebraucht Leibniz im fraglichen Zeitraum etwa bis Mitte
1674. Das Wasserzeichen des Papiers von N. 23 ist von August 1673 bis Juni 1674 belegt.

2:. AUSZUG

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl. 76. 1 BL. 2°. 2 S. Am rechten Rand unregelmiBige
Schnittkante. Bl. 76 hing urspriinglich mit LH 35 XIII 1 Bl. 139 (= N.23) zusammen.
Textfolge BI. 76 v°, BL. 76 r°.

Cc 2, Nr. 503

Christiani Hugenii Const. F. De Circuli Magnitudine inventa. Ac-
cedunt ejusdem problematum aliquot illustrium constructiones. Lugd. Bat. apud Lud. et
Joh. Elzevir 1654.

Praef. Theorema ab Hugenio inventum: Duobus sumtis polygonis proportione mediis
inter circumscriptum inscriptumque ipsis simile, minoris eorum perimeter circumferentia
circuli major existit, reliquum vero polygonum eadem proportione circuli aream exuperat.
Hoc ut subtilissimum accedunt tamen alia usui aptiora.

Peripheriae ad diametrum ratio quam Archimedes ex polygonis 96 laterum eruit per
dodecagona sola nova hac arte comprobari potest.

Nostra methodo semper duplex adhibetur verorum characterum numerus, quacun-
que Laterum multitudine polygona adhibeantur. Quod quidem certa ratione contingere

22 Hoc ... aptiora erg. L

17f. problematum aliquot ... Elzevir: Das Titelblatt von Chr. HUYGENS, De circuli magnitu-
dine inventa, 1654, hat ,problematum quorundam® und ,,apud Johannem et Danielem Elzevier®.
19-42,20 Praef. ... inventis: vgl. a. a. O., praefatio, S. [iv—viii] (HO XII S.115-119). 23 eruit: ARCHI-
MEDES, Dimensio circuli, prop. II1.

10

15

20

25



10

15

20

42 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.2;

perspeximus sicuti et quadratum cujusque numeri bis totidem quot latus characteribus
plerumque constituitur. Ita posita diametro partium 10000000, per polygona 10800 la-
terum hos terminos invenere 62831852 et 62831855, at nostra methodo ex iisdem hi:
4
9
At centra gravitatis majora adhuc compendia subministrant. Certe ad Archimedeos

628318530717958{

limites ita solo Trigoni inscripti cognito latere indigemus: Ex sexagintangulo autem, po-

sita diametro 10,000,000,000 hos terminos produximus 31415926538 cum solita methodo
3
producantur isti 3145. Adeo ut jam triplus sit et ultra verarum notarum numerus sicut per
0
praecedentia duplus, haud aliter quam in majoribus numeris cubum sui lateris triplum

(notis) esse animadvertitur. Posthac si qui falso circumferentiae magnitudinem definient
calculo non ita magno quemque erroris insimulare quod hactenus soliti sunt haud facile
possint, refutabuntur. Ad haec si quid in subtensarum canone contexendo, quem emenda-
tum haberi quantum referat, omnes sciunt, admissum aut aliunde perversum irrepserit,
haud difficile erit horum ope restituere cum alia nunc ratione ex inscriptis in Circulo lon-
gitudinem arcuum quibus subtenduntur invenire liceat; atque ita sine canonum auxilio
ex lateribus datis anguli habentur, ut nunquam duorum secundorum scrupulorum sit a
vero dissensus, saepe ne unius quidem tertii.

Cartesii quaedam Cyclometrica inedita feruntur. Willebrordi Snellii Cyclometricus,
duo praeclara adfert theoremata, sed demonstrationes quas adhibet non comprobant.

Causae eorum a nostris pendent inventis.

10 animadvertitur (1) Qvinimo omni canonum auxilio destitutis (2) posthac L

2 10000000: Im Druck von 1654 steht irrtiimlich 20000000 (Chr. HUYGENS, a. a. O., S. [vi]; HO XII
S.117). 18 Cartesii ... feruntur: Huygens bezieht sich vermutlich auf eine Handschrift aus dem
Nachlass von Descartes, den er moglicherweise 1653/4 durchsehen konnte (vgl. DO X S.3; HO XII
S.118f. sowie T. VERBEEK u.a. (Hrsg.), The correspondence of René Descartes 1643, Utrecht 2003,
S. xviii—xxii); das Inventaire succinct des ecrits de Descartes (Ms., gedr. in DO X S.5-14), von dem
eine Kopie im Besitz seines Vaters war, verzeichnet den Titel Ex quantitate linearum, quae in dato
circulo inscriptae sunt, quantitatem circumferentiae, cui datae lineae subtenduntur, cognoscere; gedr. in
Excerpta ex Mss. R. Des-Cartes, 1701, S. 1-4 (DO X S. 285-289). Der Druck von 1701 enthalt aulerdem
den Text Circuli quadratio, a.a.O., S.6f. (DO X S.304f.). 19 duo ... theoremata: W. SNELL,
Cyclometricus, 1621, prop. XXVIII u. XXIX, S.42-45.
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Ludolphus Coloniensis invenit Polygonis adhibitis 10800 laterum inscripti quidem
latus esse partium
58,177,640,912,684,919 non una amplius,]
subtenditurque 2. scrupulis primisf;jcircumscripti
58177643374063182 non una minus. 5
Et adhibeamus latus polygoni subduplo laterum numero inscripti, quod est
116355276902613523 non una minus,)
invenietur peripheria intra hos terminos:

6283185307179584
9

qualium radius: 10
1,000,000,000,000,000.
Solita autem methodo, multiplicatis tantum lateribus tantum hae erunt notae verae

6283185{ ; } Est ergo duplicatus earum numerus, quod semper fit quocunque polygono
utamur.
C G
i M\ F
© F
" N P I
A
L M
[Fig. 1] 15

1-14 Ludolphus ... utamur: vgl. Chr. HUYGENS, De circuli magnitudine inventa, 1654, prop. X,
S.17 (HO XII S.141-143). — Das Resultat von Ludolph ist gedruckt in dessen Schrift Vanden Circkel,
1596, Bl.211° (vgl. HO XII S.141 Anm. 14). 15-44,8 [Fig. 1] ... duplicat: vgl. Chr. HUYGENS,
De circuli magnitudine inventa, 1654, prop. VII u. VIII, S.9-13 (HO XII S.133-136). Leibniz’ Figur
enthélt Elemente der Figuren von S.12 u. 18 (HO XII S. 134 u. 145).



10

15

44 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N. 2

Sit centro A radio AC circulus cujus arcus aliquis semicircumferentiae minor C'E[,)
tangens semiarcus seu [semillatus circumscriptum EG vel CG, sinus rectus ipsius arcus
FE, subtensa arcus vel latus inscriptum seu duplus sinus semiarcus C'E, erit ex prop. 8.

4 1
Hugenii De Clirc. Magn. §CG tangentis semiarcus, +§EF , sinus ipsius arcus majores
arcu C'E. Et vicissim ex ejus prop. 7. si ad subtensam CFE addatur triens excessus

1 4
subtensae super sinum composita est minor arcu, seu CE + - CE — FE, seu —CFE —

4 1
§EF minor arcu, ut §CG + gEF major arcu. Et ita obtinet Hugenius primum illum

exactitudinis gradum, qui verum notarum numerum duplicat.

Elegans est constructio prop. 11. qua rectam circumferentiae quadranti(s) aequalem
exhibet: Bisecetur circulus diametro HI, et semicircumferentia HC'I, bisecetur in C,
altera Trisecetur in punctis LM, jungantur rectae C'L, C'M, quae secabunt HI in N. P,

erit CN + N P, adeo propinqua quadranti, C H, ut eum non nisi parte diametri

5000 ™ma
excedat.

Hugenius ibi in margine ascripsit in suo exemplari haec verba: Tribus semidiametris

1
addatur 0 lateris quadrati inscripti. Composita semicircumferentiae aequabitur tam

prope, ut non diametri brevior sit, latus quadrati est majus quam partium 141421

18000
qualium radius 100,000 unde quod dictum est demonstratur. Vel potius sic[:] Sex semi-

1
diametris addatur = dicti lateris quadrati inscripti, et habetur peripheria tota.

8CE —QFE
9-13 Daneben in anderer Tinte und anderem Duktus: TQ aequ. arcui

QCE. Haec appropinquatio in Hugenii libro extat, priore exactior. Quantitas tamen
est paulo minor vera. Adde Neutoni epistolam.

9-18 Elegans ... tota: vgl. a. a. O. den Zusatz zu prop. XI, S. 18 f.; die von Leibniz nahezu wortlich
abgeschriebene Marginalie ist ebenfalls gedruckt in HO XII S. 145. 20f. Haec ... epistolam: Die
Naherung von Huygens (a. a. O., prop. XII, S.19-21; HO XII S. 147-149) wird von Newton erwahnt im
Brief an Oldenburg fiir Leibniz und Tschirnhaus vom 13./23. Juni 1676 (vgl. III, 1 N.88 S.550f.). —
Vgl. dazu auch VII,; 5 N. 13.
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2. EX HUGENIO DE CIRCULI MAGNITUDINE

ﬂberlieferung: L Konzept: LH 35 XIII 1 BI. 139. 1 Streifen ca 19 x 3,5 cm. 6 Z. auf BI. 139 r°.
Am unteren Rand Reste fremden Textes. Bl. 139 hing urspriinglich mit LH 35 XII 1 BL. 76
(= N.21) zusammen.
Cc 2, Nr. 504

Ex Hugenio De circuli magnitudine

Prop. 13. ostendit latus polygoni aequilateri circulo inscripti esse medium propor-
tione inter latus polygoni similis circumscripti et dimidium latus polygoni inscripti sub-

duplo laterum numero.

23. AD HUGENIUM DE CIRCULI MAGNITUDINE

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl. 235. 1 Bl. 2°. ‘—51 S. auf BIL. 235r°.
Cc 2, Nr. 505

Ad Hugen. De Circ. magnit.

IE=IB=a=1. BD=2z. AD =+/2ax —z2. AB=+2ax. HB=4/—. IH =

1/a2—%.EH:BG—a—U —%EB \/2@2—2%/@2—%
[1_2%
2

ABC = BD ™ AD = v2ax3 — x% seu zv/2ax — x2.

9 Darunter in anderer Tinte: Adjecta sunt problemata illustria circa 2 medias
proport. De quibus excerpta illuc retuli.

6 Ex ... magnitudine erg. L

7 Prop. 13.: Chr. HUYGENS, a.a. O., S.21f. (HO XII S.149). 18 Adjecta: a.a. O., S.45-71
(HO XII S. 183-215), insbesondere S. 51-56 (HO XII S.191-197). 19 De ... retuli: nicht gefunden.

10
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AEB = EBF = EH ~ HB = %”LLa%aQ—%—zm/aQ—%“ =
.’172 9 ax
a ar — — — X ac — —.
4 2
ABC [=] x\/x,v/2 —x. AEB = \/x\/l——_‘/ _Z

Ergo ratio utriusque = = 3 vel posito FH = y. erit
2
ABC ) . ABC
5 Unter 15 — (: Sic potius SARED

1 Zur Figur: fig. 1. Hugen. de Circ. Magn. aucta gestr. L

1 Fig. 1: Leibniz hat das Kreissegment AEBFCDA mit den Punkten A-G und den zugehorigen
Verbindungsstrecken aus Chr. HUYGENS, a. a. O., S.1 (HO XII S. 121), iibernommen und die Figur dann

erweitert. 5 4/1— g: Leibniz iibernimmt den Wert EH =1 — /1 — g fir y aus S.45 Z. 15 nicht

richtig. Im Nenner des folgenden Bruches verwendet er den richtigen Wert, im Zéahler den falschen, wobei
ihm ein zusatzliches Versehen unterlauft. Die Fehler, zu denen weitere hinzukommen, beeintrichtigen die
restlichen Rechnungen. Leibniz bemerkt schliefflich Unstimmigkeiten und markiert falsche Aussagen.
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N. 23
2 422 422 432 442
xy_[:]\/x_yx:\/, xy+xg+xy3€to
g y— = (0 4y 16y

A 4
1
9_ —
10
1
Siz sit — fiet 10
10
1 1 1
40 20

x\/2—a::ﬁ\/1—%—,/1—g.ErgOQxQ—xSZBQ—@—ﬂ 1—5 Ergo 3? —

3 2 4
%—452932%—2523:3%—5—%—{—6:&3—%%—4:1:4—

@—2x2+x3:6 1—£ve1:ﬁ4— 16

4 2
2
42 + 25 = B2 — 52

T 63 xt
ﬁ4a6_§ 553 [16] 72 452 azﬁ 125 — .

+223a® +23a® —425a
—ab +4z%a?

T 5
—|—2a

b
6-9 Spaterer Zusatz: Vel pro (3, ponendo — fiet
a

4
bta? — 2a?b® +322a%h? —%ab +25

+223%q +23a® —42°a n 0.
—at +4xta?

T 3
+ 5 a

64 , a® _ 63,

6 Nebenrechnung: 4z° = —1—6£E + 6 16

15 422 =: Leibniz rechnet fortlaufend.
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Inveniatur per dioristicen intra quos terminos cadat valor ipsius 3. Inprimis si po-
natur maximus valor possibilis ipsius x, quo utemur, qui est valor ipsius BD, posito
radio = 1. Inventus limes ipsius [ sit ratio major minorve vera, Trianguli ABC' ad
AEB + BFC, et terminorum progressionis Geometricae hac ratione progredientium in
infinitum quaeratur summa, major minorve vera. Area portionis circuli intra hos duos
terminos cadet.

Hoc modo extractio quarumlibet radicum, quarum exponentes numeri progr. geom.
dupl. dabitur inventio quotcunque mediarum proportionalium, et sectio angulorum ejus-
modi universalis. Et hujus angulorum sectionis ope, etiam extractio radicum affectarum
omnium, et constructio geometrica omnium problematum hujusmodi, quod duplicem ha-
bet usum. Tum ut per numeros inveniamus statim latus cujuscunque polygoni inscripti
continua arcus dati subdivisione geniti, ac proinde appropinquationem quantumlibet ex-
actam. Tum vicissim, ut ejusmodi extractiones si opus sit ope angulorum compendio
geometrice efficiamus.

NB. EH=BG=1-,/1-7
LM:1—\/1—1+,/1—§
(EH)
/ T
sequens = 1— , | — 1+ 1—5

(LM)

Hinc et summa omnium H I, continuata in infinitum subsectione haberi potest. Item

ope Logarithmorum inveniri potest, latus cujuslibet polygoni inscripti subsectionibus

1-3  Dazu, am Rande: Ut 3 inveniatur velut numerus, cogitandum et x esse nume-

rum.
8 Uber proportionalium: falsum

15-19  Nebenbetrachtungen: \/x = \/\/x
2

T
1— il
:z:+4

20 Daruber: Male. Progressio non est geometrica sed ejus exponentes.
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arcus cujusdam dati, sine ullo calculo. Ac proinde appropinquatio quantumlibet exacta.
Tantum enim ex prima DI, extrahenda radix tot graduum, quot est exponens termini
progressionis Geometricae duplae, cujus laterum numero polygonum quaeratur. Quod fit
sola divisione ope Logarithmorum.

T
z=1-— 5 Extractio Radicis ex

2 Quad. ex za
4 quad. quad. ex za®
6 quad. quad. quad. ex za®

8 quad. quad. quad. quad. ex za’
Ac proinde Extractio Geometrica omnium Radicum purarum quarum exponentes
numeri dupl. progr. Geom.
Prout x alia atque alia assumitur eadem radix fit quaevis alia, quadratica v.g.
quadrato-quadratica.

Data LM statim datur AM, nempe V2LM — LM? et Area ALE + ENB = LM
V2LM — LM? = /2LM?3 — LM* = LM+/LM+/2 — LM seu

— a+b =a*—-0b?

1 (7)1—z - \/1— — ALE + ENB.

% W %
2\/,\/(7)cub.de1—g.

[\
»MQ

16  Dazu: v exponens radicis.
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1-24/(7) 1—g+2,\/,\/(7)cub- del—g—\/(%) 1—§:ALE+ENB.

~ sunt numeri progressionis Geometricae duplae continue crescentes. Unde patet

terminos ipsos non esse progressionis Geometricae, sed ipsorum exponentes. Uti fit qoque

in radicibus surdis per numeros rationales extractis.

2-4  Nebenbetrachtung: 1 1 0 gestr. L
2 6
4 64 60
8 512 504

16
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3. SERIES CONVERGENS AD CIRCULUM
[30. Dezember 1673 — Mitte 1674]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl.311. Ausschnitt ca 17,6 x 17,2 cm. 1 S. auf
BIl. 311 v°.
Cc 2, Nr. 00

Datierungsgriinde: Leibniz hat Exemplare von J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura,
und von Chr. HUYGENS, De circuli magnitudine inventa, am 30. Dezember 1673 von Huygens ausgelichen
(s. N.2). Die vorliegenden Betrachtungen zu Gregory diirften etwa gleichzeitig mit N. 2 entstanden sein.
Das im Haupttext verwendete Gleichheitszeichen = gebraucht Leibniz im fraglichen Zeitraum etwa bis
Mitte 1674.

Series convergens ad Circulum

CL2

a b. Sia=b. erunt duo termini sequentes : \/a2 \ﬁ Ergo etiam aequales.
a

a2

\/ab \m

12f.  Spdterer Zusatz am Rand:
Sit anc®* bnd

fiet ? d?
A3
cd —_
c¢—|—¢d
fiet ? d?
3
c
d )
¢ c+d
d 3
Sit ¢ nc?,e,c+dfiet cnec+edet cn @ L nce. Sit dn f — fe. fiet ¢ nef
l—e c+d
3

et 2 nefletd®n f2-2f2e+ fPe2etcdnef?—e2f? et

T d nc’en e?f. Ergo 4

termini ita stabunt: e? f?2 f2—2f2%e+ f2e?

6f2—€2f2 €2f

10
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Sit aliter: ©® a o) b vel a b
2ab 1 2.\/ab -
b —_— - 2 \/ab
> Vab e a+ /ab 2 a++/ab’ Va
/A
Lo
a++/ab
vel multiplicatis omnibus per \/ab vel posito /ab = \/c?d?, fiet
c? d? vel A &2
! - <A cd 1 ¢ ~p
2 ®+cd 2 c+d

Nota series illae convergentes semper sunt tales, ut positis a. b. aequalibus etiam
termini sequentes fiant aequales.

b
a b ¢ x. (E>,£ = —. Ponatur a = 1. eritque aequatio <E>, r=>bid
d d/" a a d

est quaeritur extractio radicis, potestatis cujus exponens aliter quam in numeris datus
est. Hoc problema Gregorius Geometrice solvi posse negat. Sed ego solvi posse puto
ope paraboloeidum et Hyperboloeidum Anarithmetwn, quae ope tangentium inveniri
possunt. Possunt enim quadrari. Omnis autem figura cujus omnia segmenta quadrari
possunt describi potest sive Geometrica est. In figura ergo ista descripta, si 1 = a sit
latus rectum, b abscissa, erit x applicata quaesita.

2 Darunter: 2, ®@+ dn20 8.
6 Daneben: Ad Greg. p. 25.
9 Daneben: Ad prop. 5 Greg.

15f.  Darunter und am Rand: Error. Non possunt quadrari, nisi ex Hypothesi jam
cognitarum ordinatarum. Dat tamen fundamentum aequationis, cui si jungatur methodus

tangentium inversa geometrice designari poterunt eae lineae.

1
2 5: Leibniz klammert aus den Termen fur ) und @ zunachst den Faktor vab aus und andert dann

nicht konsequent zu 2v ab. Bei den Umformungen in Z. 7 unterlaufen ihm weitere Versehen. 12 negat:
J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1667, prop. XI, S. 25-29. 18 Greg.: a. a. O., prop.
XI, S.25. 19 prop. 5: a.a. O., S. 14.
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4. QUADRATURA CIRCULI ARITHMETICA, SIVE PER INFINITAM SE-
RIEM NUMERORUM RATIONALIUM
[Erste Halfte 1674]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl. 257-260. 2 Bog. 2°. 7% S. Figuren 1-3 fehlen.
Cc 2, Nr. 555 A

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir August 1673 bis Juni 1674 belegt. Das
Gleichheitszeichen = gebraucht Leibniz im fraglichen Zeitraum bis Mitte 1674. Leibniz verwendet Fi-
guren aus N.1 und Rechenergebnisse aus VII,3 N.26. Fiir die genauere Abschatzung der Kreisreihe

7 b9
mit den Werten fir — u. —, die er S.64 Z.1f. erwahnt, hat er offenbar noch keine Werte berechnet.

Entsprechende Rechnungen fiithrt er ansatzweise in VII, 3 N.31 S. 343 und ausfiihrlicher in VII, 3 N. 34
S. 346 durch. Auf S. 68 Z. 2225 verweist Leibniz auf Ergebnisse in Chr. HUYGENS De circuli magnitudine
inventa, 1654, und J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1667. Dies geht vermutlich auf
die in N.2 und N. 3 dokumentierte Lektiire dieser Werke zuriick.

Theorema 1.

,Figura ex Tangentibus semiarcuum Diametro Circuli ita ordinatim applicatis, ut
sipsorum arcuum integrorum sinubus rectis in directum jaceant, conflata; aequatur
n,segmento ipsius arcus maximi assumti duplicato, ac proinde a me appellabitur im-

ysposterum: Figura Segmentorum.

Inspice figuram 1. in qua arcus Circuli assumtus, sit ABBC' in eo puncta B. numero

infinita ubique designata intelligantur, tangens ad extremum A, sit ductus, DA, cui aliae

19  Am Rande: fig. 1.

17f. assumti | qvadrante (1) minoris (2) non majoris, gestr.| duplicato |, ... Segmentorum
erg.| L 19 Circuli | gvadrantem non excedens, gestr. | assumtus L

19 figuram 1: Die nicht aufgefundene Figur muss nach den Angaben im Text mindestens die Ele-
mente der folgenden Rekonstruktion enthalten haben; vgl. dazu N.1 fig. 4 S.9 Z.1 sowie VII,4 N.42;
fig. 3 S.729:
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tangentes ex punctis B. nempe BFE, occurrant in punctis E. Manifestum est semper
Rescissam AFE, tangenti BE, respondenti, (: exempli causa ipsam AF, ipsi BF :) esse
aequalem, ac proinde rectam ex centro G, ductam, GE (e.g. GF') arcum AB, (e.g. AH,)
bisecare in L. sive quod idem est, rectam HF vel AF, esse semiarcus, H L tangentem.
Porro Sinus Recti arcuum AB, (exempli gratia arcus AH) sunto BM (e.g. HN). Et
punctis M diametri AT. ordinatim applicentur tangentes BE, normaliter, sive ita, ut
ipsis BM sibi respondentibus, in directum jaceant; ita scilicet ut BE transferantur in
MX ex. grat. HF in N@Q, atque ita de caeteris. Ajo figuram ex illis conflatam, AGRX A
aequari arcus maximi assumti ABBC, segmento ACBA, duplicato. Ac proinde si arcus

9 assumti | qvadrantem non excedentis gestr. | ABBC L  9-55,4 Ac proinde |si erg. | arcus assum-
tus | sit ipsa erg. | Semiperipheria ABT |tunc erg. | spatium ... puncto | S andert Hrsg. | :) comprehensum
.. esse. erg. L

B B B
A P Y Y A E EO F D W
AV
/ X M BY
L
¢ 0
X M B
£
Q N
R G C
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assumtus sit ipsa Semiperipheria ABT, tunc spatium Diametro AT, curva in infinitum
procedente, AX S, et Asymptoto T'S, (: cujus alterum extremum S seu punctum concur-
sus cum curva infinite absit a puncto 7' :) comprehensum, ipsi Circulo integro aequale

futurum esse.

Non est cur hoc Theorema demonstrem, (etsi id mea quadam methodo praestare pos-
sim) quoniam patet ejus veritas ex iis quae dudum ab insignibus Geometris nostri tempo-
ris de Cissoeide demonstrata habentur, cujus integrae mensuram Doctissimus Wallisius
primum, at universalem non partium minus quarumlibet quam totius dimensionem, No-
bilissimus Hugenius ni fallor omnium primus dedit. Ego igitur hoc loco, ne actum agam,
tantum hujus figurae nostrae cum Cissoeide affinitatem ostendam. In dicta figura 1m2
Circuli diameter esto AT. tangenteque AW indefinite producta in partem C', sumatur
in arcu circuli AC. punctum quodlibet H, ducaturque recta THW , et sumatur ipsi T H
aequalis WV. Quod si idem in aliis quoque arcus punctis, B, etc. C. ubilibet fieri in-
telligatur, Curvam in quam omnia puncta V incident Cissoeidem fore constat. Ex V.
perpendicularis agatur in AT, nempe V K, ea erit ordinata Cissoeidis, Asymptoto AW,
parallela. Ex eodem puncto V, alia agatur perpendicularis in Asymptoton, VO, mani-
festum est WO aequari ipsi HN, quia WV aequalis ipsi HT'. Ergo differentia inter AW,
duplam ipsius AF,= BF seu duplam applicatae figurae nostrae, seu tangentis arcus AH
dimidiati, et inter VK applicatam Cissoeidis, est WO,= HN sinus rectus arcus AH.
Cumque summa Tangentium semiarcus constituat figuram nostram AGRX A, summa
applicatarum Cissoeidis ipsam Cissoeidem, ejusve portionem; summa sinuum Rectorum
portionem Circularem AGC BA], hinc junctis iis quae ab aliis de Cissoeide ostensa sunt,
facile habebitur veritas Theorematis propositi. Et verius est ex hac ipsa figurae propositae

dimensione Cissoeidis mensuram demonstrari.

10 nostrae erg. L 18 seu ... seu erg. L

5-24 Non ... demonstrari: vgl. VII,4 N.42; S.734 Z.8 — S.736 Z.19. 5f. (etsi ... possim): vgl.
z.B. VII,4 N.39; S.617-622, sowie im vorliegenden Band N. 1, Theorema I, S.5 Z.1 - S.6 Z. 16.
6-9 quae ... dedit: Huygens verfasste seine Zissoidenquadratur im April 1658 (HO II S.170-173). Er
informierte Wallis dariiber in seinem Brief vom 6. September 1658 (a. a. O., S.210-214) und sandte ihm
seinen Beweis vor dem néchsten erhaltenen Schreiben vom 31. Januar 1659 (a. a. O., S. 329-331). Leibniz
bezieht sich wohl auf die Darstellung in J. WALLIS, Mechanica, 1670-1671, pars 11, S. 532 u. pars III,
S.574-576 (WO 1 S.905-908); vgl. VII, 4 N.34 S.575.

10

15

20



10

56 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.4

Theorema II.

»Tangens semiarcus (AD, vel DB. in fig. 2) est ad Radium (M B), ut sinus versus
+(AFE) arcus integri (AB) ad rectum (EB).

In productam BD sit perpendicularis AO, cui aequalis sumatur BN. Patet ipsam
BN, sive AO aequalem ipsi AF, quia et AN aequalis E'B. Patet quoque Angulum OAD
aequalem esse Angulo FBM, ergo ob Triangula similia AOD, BEM, fore ut AO, vel
AFE, ad EB, ita AD ad M B. Quod ostendendum erat.

Sed cum haec demonstratio videatur tunc tantum apta, cum Arcus est minor qua-
drante, ideo paucis mutatis reddetur universalis. Pone enim arcum quadrante majorem
minoremve esse AB vel A(B) et Tangentes semiarcus, inter se aequales esse AD, et BD,
vel A(D) et (B)(D). Patet ob circuli uniformitatem; idem esse, sive ex extremo A per-
pendicularem AQO, vel A(O) agas in tangentem BD, vel (B)(D) si opus est productam,

2 Am Rande: fig. 2.

9 universalis (1) Pone enim arcum Qvadrante | AL gestr.| majorem |minoremve erg.| esse A
|L gestr.| B. vel A(B) sunto Tangentes semiarcus A(D) et B(D), | (a) qvi (b) qvi erg.| inter se ae-
qvales. Et patet ob Circuli uniformitatem, idem esse, sive ex extr (2) Pone L

2 fig. 2: Die nicht aufgefundene Figur diirfte ziemlich genau der fig. 3 von N. 1 entsprochen haben:

%
AR %D P (P (D)
B
/N
(0)
M L

(E) (B)
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sive contra ex extremo B vel (B) perpendicularem BP vel (B)(P) in tangentem AD), vel
A(D) si opus est productam, at BP vel (B)(P) aequatur ipsi AF, vel A(E) sinui verso
ergo AO, vel A(O) eidem aequabitur. Sed et illud universaliter patet Angulum (O)A(D)
esse angulo (E)(B)M aequalem, cum sit M (B) parallela A(O), et (E)(B) parallela A(D).
Unde Triangula A(O)(D), et (B)(E)M similia, ac proinde denique A(O) vel A(E) ad
(E)(B) ut A(D) ad (B)M. Quod erat ostendendum.

Theorema I11.

»O1 curva figurae Segmentorum, ad Rectam AY per verticem ejus A transeuntem,
,2Asymptoto T'S. parallelam, velut ad Axem per ordinatas axi perpendiculares referri
»intelligatur, sumta abscissa ex Axe, AY’, quam vocabimus y, et ordinata Y X, appel-
yata z, Radioque: a; tunc ubicunque punctum X in curva, vel punctum Y in axe su-
2ay>

— =g
a? + y?

,matur, erit universaliter vera aequatio haec:

Hoc ita demonstratur: Demonstratum est Theor. 2. AE vel AY Tangentem semiarcus
esse ad Radium, ut sinus versus AM vel Y X ad sinum rectum M B. Jam posito ut ante ra-
dio a, sinu verso Y X = z, sinu recto ex cognita circuli proprietate: v/2ax — x2, ac denique

x
Tangente semiarcus AY, posita rursus = y, fiet y_ — vel yv2ax — 22 = za.

a  2ax — x?
Unde: 2y2ax — y?z? = 2202, sive 2y%a — y?z = xa?, vel 2y%a = za® + xy?. Ex quo fit

. 2y%a
denique: —— = x.
CL2 + yQ

7  Am Rande: fig. 1.

7f. Theorema III (1) Si figurae segmentorum, (a) portionis (b) portioni AMXA, a Recta MX,
|ipsi erg.| asymptoto | TS. erg.| parallela, abscissae complementum AYXA ad rectam AY asymptoto
Parallelam indefinite productam (aa) referri intelligatur per ordinatas | perpendiculares erg. | Diametro
Circuli Generatoris altitudinem figurae segmentorum constitu (bb) velut axem referri intelligatur (2)
»S1 L 18-58,1 = x. (1) Problema (a) Geometriae Mechanicae maximum (b) inter Geometriae Me-
chanicae (aa) desi (bb) Practicae maxima habendum Circulum |vel Ellipsin erg.| aut portionem ejus
qvamlibet gvadrare; sine Tabulis, |ac erg.| sine divisionibus Radicumve extractionibus, paucis tantum
multiplicationibus et additionibus, (2) Theorema L

7f. fig. 1: s.o. Erl. zu S.53 Z.19.

10

15
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Theorema 4.

o1 segmento circuli proposito, Radius, ut ante, appelletur a, et Tangens semiarcus
b3 b° b’ b?

segmenti propositi, appelletur b, tunc series haec: +— — + — etc., in
& PrOPOsit, abb ’ 3¢ 5a®  7a5  9aT 7

Hinfinitum continuata, aequabitur Differentiae inter semirectangulum sub sinu verso

,totius arcus segmenti, et Tangente semiarcus; segmentumque a semirectangulo sub-

ytrahendum.

Hujus ut appareat demonstratio, resumendum est ordinatam quamlibet XY quam

2ay?
vocavimus x, qualis est e.g. QP, aequari Tyz, modo y intelligatur esse AY, e.g.
a Y
AP. Ergo — = ————. Jam ex iis quae apud alios inprimis doctissimum Wallisium
2a a? + y?
de Arithmetica infinitorum, et apud ingeniosissimum Virum Nic. Mercatorem in Loga-
2 2 4 6 8
x
rithmotechnia scripta extant, constat esse v Y Y + v _ v etc. = — ac
a?+y?2 a2 a* ab ad a
T R T
proinde ~ erit = seriei — — == + == — = etc. In infinitum productae. Porro quoniam
2 a a a a

summa omnium z, aequatur toti figurae v.g. APQA [vel AARQA]|, quae portioni figu-
rae segmentorum, v.g. ANQA [vel AGRQA] (: ipsum segmentum AHLA [vel ACBA]
duplicatum aequanti :) complemento est, ad Rectangulum ejusdem basis et altitudinis,
quod cum nonnullis non male isoparallelum appellare possis ANQP [vel AGRA]. Ideo
eadem summa omnium x inde a vertice A, usque ad basin R\ aequabitur differentiae

inter rectangulum dictum sub NQ = HF [GR = CD] Tangente semiarcus segmenti dati

et AN [AG] sinu verso arcus ejus integri, comprehensum, et summa omnium 5 aequa-

12 productae. (1) Cumgqve idem sit (2) idemqve est de gvalibet g separatim, gvaecunqve etiam

AY =y assumatur; ideo data (3) et (4) et (5) Porro L

9-11 Jam ... extant: Die fortgesetzte Division ist in J. WALLIS, Arithmetica infinitorum, 1656,
nicht enthalten. Leibniz bezieht sich vermutlich auf J. WALLIS, Logarithmotechnia Nicolai Mercatoris,
1668; vgl. die Erl. zu VII,3 N.8 S.127 Z.1. In N. MERCATOR, Logarithmotechnia, 1668, finden sich
Beispiele fiir die fortgesetzte Division auf S.25 u. 29f.; vgl. dazu die Randbemerkungen in Leibniz’
Handexemplar, VII,4 N.3; S.50f. 13-19 Die eckigen Klammern stammen von Leibniz. 16 cum
nonnullis: vgl. z. B. H. FABRI, Synopsis geometrica, 1669, S. 315.
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bitur differentiae inter rectangulum, v.g. ANQP, dimidium, seu Triangulum AN P, et

x
inter segmentum v.g. AHLA ab illo Triangulo subtrahendum. Summa autem omnium —

x
ut habeatur, quantitas ipsarum y, pro aliis atque aliis 5 aliter atque aliter sumenda est.

Quod ut procedat distinctius, maximam AY figurae complementalis propositae APQA,
nempe ipsam AP, quam appellare placet b, dividamus in infinitas partes aequales, unam- 5
que ex illis partibus, sive ipsius AP = b, infinitesimam, appellemus 3. Ponatur jam prima

AY vel Af esse 13, secunda 23, tertia 33, quarta 4. atque ita porro Arithmetica progres-
sione, in infinitum; ad maximam usque AP, et ad quamlibet abscissam Af3, respondens
ducatur ordinata B¢. Et quoniam ostensum est esse

2 4 6 8
v -y _ ¥ vy - v
5 = 3 + e o7 etc. 10
ideo posito
13 184 13 18
Aﬁzyzlﬁerit—:ﬁfzi—%—l— % — £7 etc.
a a a a
432 165 6435 25638
20 = b — g + f — 76 etc.
a a a a
932 8134 72935 656133
30 = p — f + 55 — 76 etc.
a a a a
1632  2563%  409648°  65536°
43 = b — f + 5ﬂ — 76 etc. 15
a a a a
etc. etc. etc. etc. etc.
i APQA b3 bd b’ b?
Et summa erit, figura T = 3. BB + 5 997 etc.,

ut ex iis patet, quae de Paraboloeideum simplicium, Quadraticae, Cubicae aliarumve
Quadratura passim habentur.

Problema 20
inter Geometriae Practicae maxima habendum.

Circulum aut portionem ejus quamlibet quadrare sive per linearum ductus, sive per

numeros quantumvis vero propinquos. Per linearum ductus quidem appropinqua-

22 qvadrare (1) per numeros gvantumvis vero propingvos sine divisionibus |sine Tabulis erg.| (2)
sive per (a) spatiorum (b) linearum L
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tione Geometrica, modo portio circuli data sit Geometrica, sive Geometrice
abscindi possit, etiamsi arcus ratio ad Circumferentiam non sit data. Arithmetica
autem Appropinquatione sine Tabulis, sine Radicum extractionibus, paucissi-
mis tantum multiplicationibus et additionibus, ac brevissimis divisionibus. Petitur vero
tantum primo, ut portio Circularis, vel arcum habeat quadrante minorem, vel arcus
sui bisectionibus, si opus est repetitis, in portiones arcum habentes quadrante minorem
resolvatur; quanto enim minor est arcus tanto brevior est operatio. Deinde pro Appropin-
quatione Arithmetica petitur ut posito radio 1, sinus versus arcus, et tangens semiarcus
radio minor futurus in numeris fractione eaque si lubet decimali expressus detur. Quod
semper fieri potest, etiam sine Tabulis sinuum, tum instrumentis; tum calculo cum nu-
meri quoque irrationales, facile numeris vero proximis enuntientur, et omnes fractiones
facile in decimales convertantur. Quod si denique Tabulas adhibere placeat, praestabit
pro Radio, et sinu verso arcusy,] sed inprimis pro Tangente semiarcus eorum adhibean-
tur Logarithmos, omniaque paucis Additionibus et Subtractionibus, ita perficientur, ut
major vel exactitudo, vel facilitas ad usum vix optanda videantur.

Haec omnia ex dictis facile consequuntur. Nam omnis Circuli portio abscissis super-
fluis in segmenta reduci potest, ut appareat quamlibet Circuli portionem(, etiam cujus
arcus ad circumferentiam ratio, sive data sive adhibita non est[,] nostra methodo tracta-
bilem esse, sine ulla ad dimensionem circuli relatione. Segmentum autem est differentia

inter semirectangulum sub sinu verso et tangente semiarcus, et inter summam hujus se-
b3 b° b’ b?
riei, +3—a 5 + o 3 etc. posita b, tangente semiarcus, a, radio. per theor.
v bt
4. Ergo radio posito 1, omitti poterit a, fietque T F + 79 etc. Quod si jam b.

sit minor Radio, tunc posito Radio 1, ipsa b pura, ut vocant, fractione exprimetur. Frac-
tiones autem purae sive integris carentes hoc habent, ut potestates earum decrescant;

12 convertantur. (1) Nam omnis Circuli portio abscissis superfluis in Segmenta reduci potest.
Segmentum autem est (2) Qvod L 12 Tabulas ... praestabit erg. L 16 Haec ... conseqvuntur
erg. L 17f. etiam cuius arcus (1) ad (2) ratio (3) ad ... est erg. L 22 etc. | Tota ergo operatio
brevissime huc redit. Posito radio, 1 Tangens semiarcus segmenti dati, qvae radio minor esse debet,
exprimatur fractione decimali, exempli causa, si Radius (1) sit 1 Tangens, (2) Tangentis duplus sit, erit

5
tangens ' (a) = b. (b) neglectoqve 10 nominatore, cum procedatur, qvasi 5 numerator esset = b, erit

b3 625 1 b’ b7 5 3 b 4
— = — = 208= et —, erit 3125, et — erit (aa) 11160= (bb) 55803 = et — erit 1089069~ gestr. |
3 3 3 5 7 7 7 9 9

Qvod L
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et Geometrica quidem progressione. Quo fit ut potestates posteriores tandem negligi
possint, constat enim miram esse incrementi decrementive Geometrici celeritatem. Unde
illud quoque intelligitur, eo pauciores sufficere potestates, quo ipsa b, Tangens semiar-
cus minor est Radio. Collecta ergo summa seriei potestatum quam dixi, quantum satis
est continuatae, subtrahatur ex Semi-Rectangulo sub sinu verso arcus dati et tangente 5
semiarcus comprehenso. Residuum per Theor. 4 erit Segmentum datum.

Tangens autem Semiarcus, quemadmodum et sinus versus arcus ipsius statim habe-
tur fractione decimali expressus ope Tabulae sinuum. Posito enim Radio 1, tantum valor
Radio in Tabula attributus, terminis Tabulae sinuum pro Nominatore subscribendus est.
Tota operatio exemplo fiet illustrior, quod ut pro examine esse possit, utemur numeris ex 10
Tabula sinuum depromtis, et segmento arcus Circumferentiae commensurabilis, ita enim
cum dimensione Circumferentiae aliter exhibita, conferri poterit Calculus noster.

Esto ergo Segmentum Circuli datum, cujus quadratura quaeritur, A H L A, id pu-

tetur esse Arcus graduum 2. Tangens semiarcus, seu 1 Grad. AF, erit 17455, posito Radio
17455

AG. 1,000,000, atque ideo posito Radio = 1, erit m = b= AF. atque ideo 15
b3 ) 1,772,712,490, 458
— erit
3 e3
ol 1,772,712,490, 458,000, 000, 000,000
A\ .
P

posito e esse 1,000,000, nominatorem decimalem, ne ejus potestates toties repeti opus
sit, quas sub calculi finem exprimi satis erit.

b 324,062, 860,663,911, 531,875
— erit: 20
5 ed
b3 B 1,772,388,427,597, 336, 088, 468, 125
et — — —, erit .
3 5 ed
Jam ut habeatur AN sinus Versus, arcus 2. Graduum, ideo sinus complementi, seu
999, 390 1,000, 000
sinus rectus arcus 88 graduum ————, subtrahatur a Radio 1 = ————, restabit:
e e
610
— —d
e
3 b5 b3 b5
13-63,24 Esto: Leibniz iibernimmt in diesem Abschnitt die Werte fiir 353 5 aus seiner

Berechnung des Sektors von 2° in VII, 3 N. 26 Teil 3 S. 306-311.
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1
et AN seud = @, erit sinus versus, Arcus 2 graduum.
e
et@ ~5,323,775,000, 000, 000, 000, 000, 000
2 N ed
b v b 3,551,386,572,402,663,911, 531, 875 .
et?—§+gz = , Area Segmenti

AHLA arcus 2 grad: verae propingqua sed paulo major. Crediderit aliquis Aream

sic inventam multum abesse debere a vera, quod seriei supradictae in infinitum produ-
3 5
cendae, non nisi duos primos Terminos +§ — — adhibuerimus. Sed examen jam subji-

5

ciendum ostendet, quantam quam subito exactitudinem assecuti simus quoniam scilicet
ipsa b multo minor radio est, ac ne ad quinquagesimam quidem ejus portionem pervenit.

E xam en autem sic institui potest. Segmento AHLA, addatur Fulcrum ejus,
ut appellare soleo, id est Triangulum AHG, cujus basis est AH, seu chorda 2 graduum,
seu sinus rectus 1. gradus duplicatus; Altitudo vero est G, sinus complementi 1. Grad.

Area ergo Fulcri, fiet ex altitudine in semibasin, seu sinu recto in sinum complementi

17452 17452
ducto. Sinus autem rectus est = A =0, seusin. 1. Gr. = . Et Sinus compl.
e e
999847 999, 847
1. gr. est = g. GO = g. seu sin. compl. 1. Gr. = ———. Et Rectangulum ex
e

utroque factum, seu Fulcrumy,)
17,449, 329, 844, 000, 000, 000, 000, 000, 000
o5

Fulcrum, AHG = g0, erit = , ad-

datur Segmento AH LA, fiet Sector,
17,452,881,230,572, 402,663,911, 531, 875
&b
tio Circuli, centesimaoctuagesima qua per 180 multiplicata, fiat Area Circuli,
12,566,074, 486,012, 129,918, 016, 302, 950, 000
P
plicetur, ac productum dividatur per Radium, qui est hoc loco 1, tunc Quotiens, id est

Por-

Sector 2. grad. AGHLA =

Y

Area Circuli =

. Quae si du-

4 sed paulo major erg. L

jul
20-63,5 Area ... —: Leibniz erhéalt den falschen Wert fiir die Kreisflache in Z.20 durch Ver-
e

2
doppeln des Wertes fiir — aus S.63 Z.5, den er aus VII, 3 N.26 S. 311 iibernimmt. Anschlieend hat er
e

unter diesem den richtigen Wert fiir die Kreisfliche durch Halbieren berechnet.
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quia Divisor hic unitas, idem ille Numerus, qui duplam Circuli aream, etiam Circumfe-
rentiam exprimet.
Erit ergo Circumferentia Circuliy
Circumferentia Radio posito 1, erit paulo major vera =
6,283,037,243,006,064, 959,008, 151,475,000 2
1,,000, 000,,000, 000,,000, 000,,000, 000,,000, 000 = €3 €5
3141518621 503032479504 075 737 500
Et Radio posito e®, Circumferentia erit 2.

Et jam experiri licebit, quam accurate calculum subduxerimus. Necesse est enim
esse circumferentiam majorem peripheria Polygoni 180 laterum inscripti, minorem cir-
cumscripti. At Sinus vel Tangens, unius gradus est semilatus Polygoni, ille inscripti,
haec circumscripti. Ergo uterque bis 180, id est 360 vicibus in Polygoni sui peripheria
continetur. Sive ductus in 360 peripheriam producit. Atque ita

( 174 55|0 Tangens unius Grad.
in 360 dabit
6,283,800 peripheriam Polygoni 180 laterum,
circumscripti, ideoque circum-
ferentia circuli majorem
et 174 524  Sinus unius Gr.
Posito Radio, 1,000,000 in 360 dabit
6,282,720 peripheriam Polygoni 180 laterum,
Inscripti, ideoque Circumferentia
circuli minorem
inter quas cadit Valor circumferentiae Circuli

a nobis inventus
\ 6,283, 037.

5 3141518621 503032479 504075737500 erg. L~ 8f. circumferentiam (1) esse (2) | minorem (a)
Polygono 180 laterum inscripto, majorem circumscripto. Est autem (b) peripheria ... inscripti, majorem
dndert Hrsg. | circumscripti L 12 (1) 17455 (2) 17455|0 L 17 et (1) 17452 (2) 174524 L

17 174 524: Die letzte Ziffer 4 hat Leibniz nachtréiglich ergidnzt. Sie ist in der Multiplikation nicht
berticksichtigt.
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Quod si majorem, et profecto suffecturam exactitudinem quaeras, tantum hoc loco
oo

duos alios seriei terminos w9 adjecisse suffecerit. Ac facile erit servata eadem calculi
forma quam velis longe progredi, inprimis si vel Logarithmi, vel cum nimia numerorum
magnitudo est Instrumentum meum Arithmeticum adhibeatur, cujus ope factum est,
ut omnis calculi labor imposterum haberi possit pro nullo. Quod est dimidia molestiae
parte praxin scientiarum Mathematicarum exonerasse: ne dicam maxima. Sane cum om-
nia Numeris, Notis, Figurisque transigantur; constat numerorum tantum servilem esse
tractationem in exemplis, et quem lubens alteri perpetuo transscriberes; neque enim in
ea invenit animus quo pascatur: cum contra notarum Analyticarum, figurarumque ex-
aminatio in alias rejici non possit, has enim dedignari est ignorare velle naturas rerum.

Atque ita satis comprobata per Numeros calculi veritate, Geometrica quo-
que Appropinquationis nostrae constructio ascribenda est, quae neque inelegans
opinor videbitur, et est per expedita; cum fere tantum rectarum parallelarum ductu ac
transportatione peragatur. Ea ergo paucis huc redit. Dato segmento quadrando cujus
semiarcus Tangens b (fig. 3) minor sit radio a. inveniatur ipsis Radio et tangenti (a. b)

9 notarum | (1) sive (2) Analyticarum, erg. | figurarumqve L

b7 b7
2 7: Den Wert 2 berechnet Leibniz in VII, 3 N. 34 S. 356. 15 fig. 3: Die nicht aufgefundene

Figur lasst sich aus den Angaben im Text nicht als Ganzes herstellen. Es werden daher Rekonstruktionen
von Teilfiguren versucht:

G H
B (B)
(M) (0) (Q)
P Q P)
(D) b N o] ¢
(N)
L M
L
. - LW
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b2
tertia proportionalis decrescens (—) GH. et alia LM ita ut ratio GH: LM, sit duplicata
a

4
rationis a : b. Inventa (L)(M)(= —) ipsius GH alterutri extremo applicetur. Junctaque
a

(M)G, jam LM aequalis ipsi (L)(M) Triangulo (M)HG applicetur parallela basi GH;
cujus Applicatae a vertice (M) vel (O) Abscissa (M)M vel (N)(O) eodem
modo transferatur in NO sive altitudini Trianguli applicetur; rursusque hujus quoque
Applicatae Abscissa (M)O vel (O)O vel (Q)(P) transferatur in applicatam PQ. atque ita
porro quaelibet abscissa ex aliqua applicatione nata, in aliam rursus transeat applicatam;
idque quousque nimia prodeuntium abscissarum parvitas vel intractabiles tandem reddet,

vel tuto negligi posse monebit.

Applicatas autem ne in vocabulis obscuritas restet, quae in rebus nulla superest
vocare soleo generali nomine: Rectas parallelas, utrinque ad exitum figurae pervenien-
tes; earum maxima b asis dicitur; minima in Verticem evanescit. Abscissas

vero appello portiones altitudinis (id est rectae a vertice ad basin ductae) inter

10 ne ... rebus (1) inter se (2) nulla superest erg. L

R . IS B
G Y)2) W)x) . o
R
L U i M
...'.. .4.‘.. 6
Wi 7
N X 0
8

v |
PZ Q

10
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66 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 N.4

applicatam quamlibet et vel verticem vel basin interceptas. Unde alias a vertice abscissas
dicimus, alias a basi. Sed cum simpliciter, Abscissae dicuntur intelligi solent, a Vertice,
ut hic quoque.

His ita factis in alia quadam Recta pro arbitrio assumta (unde eadem sufficit exem-
plis diversis), assumantur portiones aequales continuae; 0.1.2.3.4.5.6.7.8.9. etc. quan-
tum satis esse ex statim dicendis apparebit; et Applicatae Trianguli paulo ante inventae
punctis dividentibus per numeros impares signatis excepta unitate ordine applicentur;
quo quamlibet libuerit angulo, ita ut maxima GH cadat in 3, proxime minor LM in
5, et ita porro. Denique ex Rectae assumtae primae portionis, 0 — 1, punctis extremis
ad quamlibet applicatam ducantur duae Rectae inter se parallelae, quarum extima ex
puncto 0 vel A. extremitati ipsius Applicatae occurrat. Portiones inter duo occursuum
puncta interceptae, TU. W X.Y Z transferantur ad maximam RS eo cum discrimine, ut
portiones numeris imparibus 5. 9. 13. etc. applicatae ei continue adimantur, seu sumantur
in ipsa recta RS ab uno extremo versus alterum, ut (5) TU, (9) Y Z translatas apparet
in (T)(U), seu R(U), et (Y)(Z) seu (U)(Z). Contra portiones aliis numeris imparibus
per saltus omissis, 7.11. 15. etc. applicatae, ipsi RS. continue addantur, seu sumantur in
ipsa, continue in alterutram partem, oppositam ejus a qua portiones adimendae introrsum
sumtae sunt, producta, ut hoc loco exempli causa (7) WX translatam apparet in (W)(X)
vel S(X). Tandem productum ex tot additionibus et subtractionibus (Z)(X), seu distan-
tia inter duo ultima puncta (Z) et (X) alterum introrsum alterum extrorsum, assumta,
ducatur in rectam b vel B(B). Factum rectangulum (Z)(X)(B) aequabitur propemodum
differentiae inter semirectangulum ex sinu verso arcus segmenti quadrandi, et tangente
semiarcus, et segmentum. Ac proinde, si (Z)(X) adimatur a sinu verso dimidio d, vel
D(D), Rectangulum (D)(X)(B) sub Residua (X)(D) et eadem Tangente semiarcus, b,
erit segmento ad quadrandum proposito, tam paulo majus quam voles.

Quanquam autem exacte haberi hactenus non possit quantitas erroris, id enim fo-
ret circulum quadrare, potest tamen dari semper quantitas ipso errore major: ut in-
telligamus si ea sit negligendae tuto parvitatis, errorem ipsum multo minus nos tur-
bare debere. Ea autem quantitas errore major ita semper inveniri potest: Resumta

: b b b’ v’ oo :
serie nostra 3 i3 T T o etc. si ejus in unam summam collectio ad cer-
tum usque terminorum numerum, ut sufficere ostendimus, producatur; utique quanti-

24f. semiarcus, b, (1) aeqvabitur (2) erit paulo minus (8) |erit erg. Hrsg.| segmento L
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tas summae omnium Terminorum infinitorum residuorum, erit eadem cum quantitate

erroris. Qua quantitate, ut aliam inveniamus majorem, a residuis terminis infinitis, ut
bll blS b15 b17
_ + _—
11a® 13all 15a13 17a1®
bll b13 b15 bl?

major haud dubie priore: iy + 13 T 15 etc. cujus summa regulis jam notis

etc. abjiciantur numeri impares divisores, fiet series

inveniri potest. Quod ut fiat dispescatur in series duas terminorum alteram affirmatorum,
bll b15 619 b13 b17 b21
— + 3 + -7 etc. alteram negatorum —7 t 5 + g ete. Quarum utraque cum sit
a a a a a a

4
progressionis geometricae continue decrescentis, (cujus ratio: E)’ ideo summae patiens

11 pl3
—— X, et posterioris
a® — adbt’

Et summa seriei totalis infinitae terminorum affirmatorum pariter et negatorum numeris

erit. Summa autem prioris seriei licet infinitae est _.
all — g7t

divisoribus liberatorum, seu quantitas errore major, erit, differentia utriusque summae
a2 bll _ b13

partialis, sive Atque ita fieri potest, ut quemadmodum in Polygonis in-

all — a7pt "
scriptis ac circumscriptis fit, ita hic quantitates semper aliae atque aliae, magis magisque
convergentes assignari queant, aliae majores semper, aliae minores veris. Cumque ista

omnia tam expedite exacteque transigantur, sive calculis sive lineis res agatur, prope

8 Nebenbetrachtung:

bll b22 bll
x 9 18 9
Summa = r. — = a Ergo » = a = a =z
bll bll b15 bll b15 1 b4
e 2 i3 2 i3 1 A
bll b13 b13 b13
9 pit 11 11 e b3
r=—2%__ = 53 Bodem modo: a =0 =20 = 7
a4_b4 a® — a’b 1 b4 a4_b4 a4_b4 a b4a
at 1 at a*
b2 a2b11 _ b13
7 — L dndert Hrsg. 8 licet infinitae erg. L 9 infinitae erg. L 0 ——- (1) Et
a all — a7p4

haec gvantitas errore major semper tanto propius accedet ad errorem, qvanto ipse error minus est. Ita
(2) Atqve L

10
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est ut credam meliorem ad usus humanos Circuli simul omniumque ejus partium et tot
aliarum figurarum planarum solidarumque magnitudinis a Circuli dimensione pendentis
Quadraturam, non temere expectandam. Et credibile est imo ut mihi videtur, certum
si quando Geometrica invenietur ratio datum quodlibet circuli segmentum exacte qua-
drandi, plerumque calculum ad altiores potestates ascensurum, et rectas quarum ductu
problema solvetur, non nisi curvarum linearum, magis magisque pro re nata composita-
rum intersectionibus Geometrice habitum iri: ut fortasse nemo etiam tunc dubitaturus

sit ad usus humanos ipsi Quadraturae verae praeferre Appropinquationem nostram.

Ex dato arcu invenire sinum, aliamve adscriptam quamlibet, seu circumferentia ar-
cum abscindere, qui ad rectam vel alium arcum rationem habeat datam.

Sectio Angulorum Universalis. Generaliterque problemata omnia in angulis efficere
quae effici possunt in rectis. Ut: invenire quotcunque medios proportionales, Arithmeti-
cos],] Geometricos, harmonicos, inter duos angulos datos. Idem applicare ad angulum
solidum seu superficiem sphaericam.

Extractio Radicum Universalis, purarum pariter atque affectarum, sive Problema-
tum omnium Rectilineorum aut Geometriae per potestates, solutio.

Problemata omnia in portionibus Circuli aut superficiei sphaericae efficere, quae fieri
possunt in lineis rectis, ut portionem a Circulo abscindere magnitudinis datae.

FEadem efficere in portionibus Sphaerae, Coni, Cylindri.

Earundem quantitatum omnium momenta ex quolibet aequilibrii axe assumto, instar
rectarum tractare. (Invenire loca Centrorum gravitatis.)

Hugenius dedit rationem ex adscriptis inveniendi arcus, seu ex lateribus figurarum
rectilinearum angulos. Sed ex angulis dare latera, aut ex angulis adscriptas, sine Tabulis;
id quidem ille aggressus non est. Jac. Gregorius huc usque producere suam methodum
posse sibi visus est; itemque abscindere a Circulo segmentum quantitatis Imperatae. Com-

pendiosior nostra est, inprimis pro segmentis, abscindendum est a Circulo segmentum
3 b5 b? b9

datae magnitudinis, fiat: — — — + — — — etc. = ¢[,] b autem est jam quaesita
g ; 5 B3 T T T oa ) jam q #

3f. est |imo ... certum erg.| (1) etiam si Geometrica (2) si L

22 dedit: Chr. HUYGENS, De circuli magnitudine inventa, 1654, prop. XIT u. XX, S. 19-21 u. 4044
(HO XIIS.147-149 u. 173-181); vgl. N.2 S.44 Erl. zu Z.9-18. 25 visus est: J. GREGORY, Vera circuli
et hyperbolae quadratura, 1667, prop. XXX, XXXI u. XXXV, S.44-46 u. 57-59.
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e est quantitas segmenti data. Porro quanto minus est segmentum datum, seu quanto
minor est ipsa b, tanto pauciorum terminorum inferiorumque potestatum faciliorque re-
soluta est aequatio. An ita? Dato segmento ea. et quaesita b, investigemus sinum versum

b bd b d b%d
c rectum d[,] ante omnia — = ¢ Ergo — =c¢. Jam — = ———. erit 2ba — — = da, vel
a d a a bd a
2a — —
a
b%d + da? 2ba’ 2b2
2ba = —; a , seu = —faQ = (d), et c erit = M—C;Q. Unde apparet si quadratum tan-

gentis semiarcus sit radio commensurabile etiam sinum versum esse commensurabilem.

At non et sinum rectum, nisi ipsa tangens sit commensurabilis.

B I L M
I
H
A
N
[Fig. 4]

Porro ex his;:) AB radio BF tangente semiarcus invenimus BG, GH|[,] ergo datur et

4b2a* + 4b*a? 2bav/a? + b2 2ba
BH =+BG? + GH? = \/ = = = BH at it
- b* + 2b%a? + a* a? + b2 Va2 + b2 avane fta

2f. faciliorqve ... aeqvatio erg. L 10-70,1 = BH | (1) ecce (2) atqve ... circumscripto erg. |
et L

1 quantitas segmenti: Mit den Bezeichnungen von S. 68 Z.27 — Z. 4 lautet der Wert des Segments

b
EC — e. Der Fehler wirkt sich nicht weiter aus. 8 Fig. 4: Leibniz verwendet in seiner Skizze Klein-

buchstaben fiir die Punktbezeichnungen, auflerdem sind die Bezeichnungen fiir M und N vertauscht.

10
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o latus | - . to et TA ) b2a? \/a4+b2a2—b2a2
am latus inscriptum ex circumscripto e — /a2 - —— = —
! P P V" T2 a2 + 12

a2

a? a? a’b® + a?t

. Jam AM secans arcus dupli est = = = =

VaZ £ b2 GA 2024 ab? + a3 — 2b2%a
a e —
b2 + a?
2b2 4 b2 3
@b ta _arta . Ab ejus quadrato auferatur quadratum radii a?, fiet Tangens
a® —b%a a? —b?

arcus dupli BM. Fiet:
a?b* + 2a*b? + ab 2 _ %4— 2040 + a® — a® + 2ab? —%

[] secantis YT v a
B 4a*b? B 2ab?

oat —2a2h2 + b4 a2 — b2

Unde patet Tangentem semiarcus non inepte assumi pro basi, cum ipso posito com-

mensurabili cum Radio, pleraque alia commensurabilia sint. Quemadmodum et area
2
a

fuleri arcus integri, quod facile ostendo(,) fit enim ex ductis in se [A = ———— et

Va? + b2

6 Spdaterer Zusatz: Si tangentem semiarcus sumas pro incognita b. et investiges
2

a . . . .
P Sin vero investiges tangentem arcus dupli,
a —

2a%b Unde Sin. Rect. arcus . 2ab>
a? — b2 ad Tang. ejusdem arcus  2a2b

sinum versum arcus dupli, habebis n

habebis ut a Pellio ostensum est:

seu I

2ab
202 n — seu Sinus Rectus est ad suam Tangentem, ut Tangens semiarcus ad Radium.
a a

a2b2 + 3.4

T et tangens arcus dupli est qvadratum radii
a

2 AM (1) |secans arcus dupli nicht gestr. |

a qvadrato secantis ademtum (2) secans L

2ab? 2a2b
6 2a—b2: Richtig ware 2a—b2' wie in Z.12. Leibniz verwendet den fehlerhaften Wert weiter in
a® — a® —

2ab> . 2ab? - .
S.72 7.5. 11 ———: Richtig ware ——— wie in S.69 Z.5. Leibniz verwechselt aulerdem sinus
a2 — b2 a2 + b2
rectus und versus und gelangt zu einem falschen Ergebnis. 12 ostensum: J. PELL, Controversiae
de wvera circuli mensura ... pars prima, 1647, S.13. Leibniz kennt den Satz aus Fr. van SCHOOTEN,
Tractatus de concinnandis demonstrationibus geometricis ex calculo algebraico, 1661, DGS II S.366

bis 368; vgl. VII, 4 N.22 S. 394.
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BH ab a’b . . . . .
= fiet ———= area fulcri. Unde brevioris calculi causa, si modo sinus

2 VaZ + b2’ a? + b?

versus dimidius arcus totius dividatur per b et multiplicetur per a. fit fulcrum.

a3b a®b a?b3 . a’b® ally’ ;
— - — etc.
a? + b2 a? + b2 a* + b2a? a8 + b2ab a'6 + b2ql4
ab b3 b° b7 .
— — — + — — — etc. fulcrum. Semi-
1 a a’ a®
3
rectangulum sub sinu verso et tangente semiarcus est Yoz Quod si dividas facit:
a

b®a  boa n b’a  ba " b3 b° ‘

-_— — — 4+ — — — etc. seu — — — ete.

a? at ab a8 a a3

Jam sector est Fulcrum + Segm.

/\ [TT—
a’b

—_ + semirectang. — serie
a? + b2

/\
/\ BB b7 b?
— — — +-—— — etc.
3a  5a3  Ta® 9a” e
b3a Boov b B

—_ = — — — 4+ — — — etc.
b2 + a? a a3 a® a’

a’b+b3a  a?+b% .

2 :a2+b2 ab = ab
3f.  Nebenrechnung:
a3b a?b3 a?b® a?b? a?b?
a dt PR R AT
3 b5 b? 9
b - — —_— - — — et
O AR PR

adh b3 b®

—— 4+ — — — etc., habebitur sector.
a2 +b2  3a 5a3

2f. fulcrum. (1) Ergo si adjicias ad seriem ita facias:

a3h

— L
a2 4 b2

(2)

3

b
ﬁ: Leibniz schreibt auf der rechten Seite fortlaufend die Restglieder der fortgesetzten Di-
a

vision an.

5

10
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b b3 b5 b7 b9 bll
Ergo habemus valorem sectoris ita expressum: T 3, + FB T T + 50"~ 11ad

a
bl bS b5 b? b9 bll
etc., seu posito a = 1. fiet T_§+€_7+§_H etc.
. . 263 4 6b7
Et segmentum, si seriem a semirectangulo per partes subtrahas, erit — — — +—
3a  bad  Ta®
8b? 2 4 6 8
~ 97 etc., vel omisso a, erit: §b3 - 51)5 + ?b7 — §b9 etc.
9g 4a2b* 8a3bt
b 2ab” © a1 e _ 8ab®
Ca? - 4a%b* —a® —2a%? + AT - 34620t a* — 2a2b? + 3b4
a —
at — 222 + b4 ...
9y 64a2b8
a i 6p2 14 14 _ 19,250 8
ita. porro —— 400 F 0070 + Aa°h? — 120707 + 907 _
a2 —
128ab®

ad — 4a8b? + 10a*b* — 12a2b6 + 5508

FEaque progressio facile continuari potest fere quadrando terminum praecedentem, si
tantum numerator sine a, intelligatur quadrari, productumque ejus multiplicari per 2a.
Nominator vero quadretur, hac sola adhibita mutatione, ut notae ultimae, in qua b ad
potestatem numeratoris ascendit numerus praefigatur qui sit differentia inter numerum
maximae ipsius b. potestatis in numeratore et nominatore quadrandae fractionis, ut in
sequente fiet nota b'% in numeratore multiplicetur per 128 — 55 = 73.

Et quia 128 16364 fiet in nominatore adhuc sequenti 32675b32.
128 2
1004 32728
256 73
128 32675
16364

8 fere ... praecedentem erg. L

2ab?
5 a—b2: Leibniz tibernimmt den fehlerhaften Wert von S. 70 Z. 6. Dieser beeintrachtigt zusammen

a2 —

mit weiteren Versehen die Rechnung bis Z. 14.
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Appropinquationes Gregorii quarum methodum suppressit videntur fieri per diffe-

rentias.
b3 b5 b?
Videndum an summae iniri possint per appropinquationem: b — 3 + 5 etc.
ba* . b2a? n b3a? . ba i b°
1 2 3 4 5
3 n 9 n 27 +81+243+729
1 2 3 4 5 6
N N
Esto a = radio[,] ® = circulo, et W circumferentiae, fiet: 2 ®. Ergo © -
2 2a 4a
N
1
Ideo cum posita diametro = 1 = 2a. inventum sit esse Circulum:
2 + 2 + 2 + 2 tc. = ©
373599 195
2y 2, 2y
-4+ — 4+ — etc.
3 35 99 ©
E = = erit —
rgo 1 5 eri 1
1 1 N 8 8 8
Ergo 3 + 35 + 99 etc. = g et 3 + 35 + 9 etc. = N Circumferentiae.

Ita Quadratura Circuli Arithmetica, sive per infinitam seriem
numerorum rationalium. Id est non Mechanica quidem, quia exacta est, neque
Geometrica tamen, quia nondum recta arcui aequalis exhibita est. Inventa est ta-

men vera circuli magnitudo, e¢ Ratio diametri ad circum-

11f. Circumferentiae (1) Magnitudo circuli et ratio diametri ad circum-
ferentiam nunc primum (a) geometrice (aa) expressas (bb) expressa, sed
portionibus (b) accurate (¢c) exacte inventa sed per seriem numerorum
rationalium, infinitam (2) ita L 13 rationalium (1) id est non Mechanica qvidem,
qvia exacta est, neqve Geometrica tamen, qvoniam |etsi erg.| serie infinita numerorum rationalium
exprimi potest Circuli (a) aut Circumferentiae magnitudo, lineis (b) area, aut circumferentiae ratio ad
diametrum, |etsi gestr. | summa tamen totius seriei nond (2) Id L

1 Appropinquationes: J. GREGORY, Ezercitationes geometricae, 1668, S. 5—8; vgl. dazu I1I,1 N. 884
S.519f1.

10

15
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ferentiam accurate expressa est, infinita serie portionum Geometrice datarum rectae

cujusdam datae progressione harmonica decrescentium scilicet.

Nam si Diameter sit = 1

Erit Ci ‘ ; 4 4+4 4+4 4+4 4 .

rit Circumferenti = —— -t -t - - — 4+ — - — C.
camerentia = T T s T s Ty Ty T 1 13 15 ¢

in infinitum.

2 datae (1) sive per differentiam duarum progressionis harmonicae (a)serierum (b)
serierum (2) progressione L 2f. scilicet (1) A Numero impare sine fine continuato duplica
(2) Ab omnium sine fine Numerorum imparium continuatorum duplicatorum (3) ,Numeri impares in
infinitum deinceps ab unitate continuati duplicentur a duplicatorum qvadratis unitas auferatur, (a)
Residua sint Numeratores (b) Residui sunto Nominatores fractionum gvarum Numerator unitas; (aa) si
pos (bb) erit harum fractionum (cc) jam si qva mensura semel sumta aeqvivaleat diametro; (aaa)
ejusdem (bbb) tunc portionum ejusdem mensurae secundum has fractiones in infinitum assumtarum
summa aeqvabitur octanti peripheriae Dazu Nebenbetrachtung, nicht gestr.:

3 5 7
6 10 14
36 100 196
35 99 195

W B N

(4) | Nam erg. | si L
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5. LA RAISON DU DIAMETRE A LA CIRCONFERENCE DU CERCLE
[September — Oktober 1674]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XIII 1 Bl.122-123. 1 Bog. 4°. Die untere Hilfte von
BI1. 123 ist abgetrennt. 1 S. auf Bl. 123 v°. Auf dem Rest des Bogens VII, 5 N.10 u. Cc 2,
Nr. 842 (Druck in einem spéateren Band der Reihe).

Cc 2, Nr. 843

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir Anfang September bis November 1674
belegt. Das vorliegende Stiick enthélt Voriiberlegungen zur franz. Fassung der Abhandlung zur Kreisqua-
dratur, die Leibniz im Oktober 1674 an Huygens gab (vgl. ITI, 1 N. 395, insbesondere den Titel auf S. 154
und prop. X S.165f.). Den falschen Wert 4 in S.76 Z.1 verwendet Leibniz auch in N. 7, dort korrigiert
er den Fehler jedoch. Auflerdem verweist er in N.7 vermutlich auf N.5, so dass N.5 wahrscheinlich vor
N.7 entstanden ist.

1. 3 5) 7. 9 1 1

2 6 10 14 18 2 3 4

4 36 100 196 3 6 10

3 35 99 195 etc. 4 10 20
5 15 35
6 21 56

1 1 1 1

1 1 1 1

2 3 3 4

1 1 1 1

4 9 6 10

1 1 1 1

8 27 10 20
1

etc. etc. etc 35

2 3 4 3 4

1 2 3 3 3

10

15

20
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1 est a 4 foi + ! + ! + 1 t
comime est a (O)] — — —_— — etC.
35 99 195
1 1 1 1
4—1 36-1 100—1 196—-1
2 6 10 14
4 4 4
1 1 1 1 1 e
A-1| 9-1 16-1 25-1136-1/“"1
2 3
1 4: Richtig wire 8; vgl. N.7 S.89 Z.25 — S.90 Z.1 sowie III,1 N.395 S.165f. 5n 2: vgl.

N.7 S.90 Z.18-22.
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6. ACCESSIONES MEMORABILES AD ARITHMETICAM INFINITORUM
[10. September — Oktober 1674 u. November 1675 — Herbst 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 VIII 30 BL.115. 1 Bl 2°. Ca. 1% S. Teil 1 und 3 in
der Mitte von Bl.1151°, Teil 2 auf Bl.115v°. Auf dem Rest von Bl. 115r° VII, 1 N.74.
Teil 1 wurde nach Teil 1 von VII,1 N.74 und vor Teil 2 von VII,1 N.74 auf Bl 115r° 5
geschrieben, Teil 3 in die frei gebliebenen Liicken. Auf Bl. 115 v°® oben Rechnungen ohne
direkten Textbezug (S.84 Z.2-7), vor Teil 2 geschrieben.
Cc 2, Nr. 1519

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir den Zeitraum September 1674 bis Januar
1675 belegt. N.6 ist nach Teil 1 von VII,1 N.74 geschrieben worden, dieser wiederum nach dem auf 10
den 10. September 1674 datierten VII,1 N.72. Teil 1 von N.6 ist wohl vor N.7 entstanden, das eine
Bemerkung daraus aufgreift. Die Ndherungsrechnung in Teil 2 verwendet die Kreisreihe fiir den Kreis
mit Radius 1, wie am Ende von N. 4 und in ITI, 1 N. 395, S. 154 u. 165, und diirfte kurz nach Teil 1 verfasst
sein. Der spater erganzte Teil 3 ist wohl in der Zeit von November 1675 bis Herbst 1676 geschrieben
worden, wie die Verwendung des Integralzeichens zeigt. 15

[Teil 1]

[Fig. 1] [Fig. 2]
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[Fig. 3al

AN

[Fig. 30]

Omnes qui hactenus circulum Geometrice quadrare conati sunt, ne aditum quidem

ad hoc problema aperuerunt.

3f. Omnes ... aperuerunt: vgl. N.7 S.89 Z. 14 f.
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[Teil 2]
1 1 1 1
T = = —  etc.
1 5) 9 13
1 1 )
- - etc
3 7
Radio existente 1(00)
o . 4(00) 4(00) 4(00) 4 4
Erit ferentia: — — — =
it circumferentia: 7 3 + - 7.+.9 -
N - N -~ V)
100 314
1000 3141
10000 31415
1.O000O0O 3141592

5 Nebenrechnungen:

35 105
315 945
315 945
3465 10395
5 1—1(00) — 4—1(00) —i—il — i gestr. L, erg. Hrsg.
1 3 9 11

4 Radio: Richtig ware diametro; vgl. N.7 S.89 Z.24f.
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4000000
1333333 —-%
2666667
80000 +5
346666
571428 —7
2895239
444444 +9
3339683
363636 [—11
2976047
307693 [+13]
3283740
266666 —15
3017074
235294 +17
3252368

1-19  Nebenrechnungen und Nebenbetrachtungen:

3252368
210526

3041842
190476
3232318
173913
3058405
160000
3218405
148148
3070257
137896
3208153
129032
3079121
121212
3200333

Zu 4.3 1. Spalte — Z. 7T m. Spalte: 266

289
297
301
304
305

—19

+21

—23

+25

=27

+29

—31

+33

3200333
114285

3086048
108108
3194156
102564
3091592
97560
3189152
93023
3096129
38888
3185017
85106
3099911
_ 81632
3181543
78431

3103112

—35

+37

-39

+41

—43

+45

—A47

+49

-5l

4 +5: Leibniz kennzeichnet die Summanden bzw. Subtrahenden mit dem Vorzeichen und dem
12 307693: Richtig ware 307692. Zusammen mit weiteren Versehen
beeintrachtigt der Fehler die beiden letzten Stellen des Ergebnisses der Naherungsrechnung.

Nenner des Glieds der Kreisreihe.
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80,1-19 Zu S.80 Z. 10 I. Spalte:
747
4000000(363636

Zu S.80 Z. 12 1. Spalte:
1
1 923
4000000(307693

Zu S.80 Z. 16 1. Spalte:
4000000(235294
17

60
17
90
17
50
17
160
17
70

747
4000000

363636

3076. .

Zu S.80 Z. 14 1. Spalte:

4000000(266666
15
100
15
100

Zu S. 80 Z. 2 m. Spalte:

4000000(210526
19
20
100
19
50
19
120
19
60
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80,1-19 Zu S.80 Z. 4 m. Spalte:
4000000(190476

21
190
21
100
21
160
21
130
21

Zu S.80 Z. 8 m. Spalte:
4000000
800000
160000

Zu S.80 Z. 10 m. Spalte:

2 12

136236

224324
APPPPPPT148148
2777777

22222

Zu 8.80 Z. 6 m. Spalte:
4000000(173913
23
170
23

90
23
210
23
30
70
23

Zu S.80 Z. 9 m. Spalte:
3218405
3058405
6276810
3138405

Zu S.80 Z. 12 m. Spalte:

11

22211
139007
2130396
A0P0PPP 137896
2999999

22222
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80,1-19 Zu S.80 Z. 14 m. Spalte:

?

3L
1981178
APOPOPpF129032
BIIIILY

3333P

Zu S.80 Z. 2 r. Spalte:

11

23322

1334635
APOPoPpF114285
BBBBIBD

3333 P

Zu S.80 Z. 6 r. Spalte:

21
2774
1142564
A9PPPPPF102564
3999999
B3BBP

Zu S.80 Z. 10 r. Spalte:
1

1y 12

ApL241
AGPPPPP£93023
EEEEE

A4

Zu S.80 Z. 16 m. Spalte:

Frrra
FTATATA
1900gggf121212
pRBPBAD

pPBPP

Zu S.80 Z. 4 r. Spalte:

)
1364364
A9pPpPPF108108
BTTTTTT
B3BBP

Zu 8. 80 Z.8 m. Spalte:

7
3321
41354
AP0POPPF9I7560
Arrire
4444

Zu S.80 Z. 12 r. Spalte:

Adddd

PREPP
APpPPP0 {88888
ApBPPB

i
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[Rechnungen ohne direkten Bezug zum Text]

877 424 864 376
132 216 4 376
745 2544 [3]456 2256
15264 2632
91584 1128
151376

80,1-19 Zu S.80 Z. 14 r. Spalte:

2 11
BABRH8
AGPPPPP£85106
477777
A4

Zu S.80 Z. 18 r. Spalte:
1

42112
PRLBTO
AP0 P0fT8431
PLILYY
PPBP

Zu S.80 Z. 16 r. Spalte:

PLL3
AT 4D
BRLOH2
AGPPPPP 81632
499999
Addd

Neben S.80 Z. 19: NB.

7 151376: Richtig ware 141376.
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[Teil 3]

Accessiones memorabiles ad Arithmeticam infinitorum

Iem. y

ay? + y4 T ay? —y

m. ex quad. CiI‘C. Ttem

la +y?

y y’ °
——— ex quad. Hyp. Item PR Ergo

® ex quad. Hyp.

a2 —y a2 + 12 4 gd
2 4 2 2 2,3 5
a a a® +a*y° —
Item ———. Ergo et +Y 4+ 4y Y D.
a* —y a* —y

vt + vy® + pa’
a2 + 2

% pendet ex quad. Hyp. quia est momentum Circularis Rationalis ex vertice,
a Yy

quod scimus haberi ex quad. Hyp.

ex quad. Circ.

Quia T2 Ty 2 _ 1 ex circulo.
1 4 1 4 4 2
Ergo — +Y M Y ex circulo. Eodem modo Y ex Hyperbola et i +
1+y2 1_|_y2 1_y2 1+y2
2 o v
L+y2
0 y? y y0
Ergo generaliter figurae quarum ordinatae sunt et

1_|_y2 1_|_y2 1+y2 1_|_y2
aliae quaelibet in infinitum, in quibus y dimensionum parium in numeratore, et denomi-

4 4

2 Accessiones ... infinitorum erg. L 5f. ) (1) Ergo et %, vel etiam ex qgvad.
ar—y

y4 — at

Hyp. vel etiam 7 (@) addendo © et ), erit et (b) auferendo a se invicem © et ). erit et (aa)

ad —

2.2 44 42,21 .23 5,202 4 2.3 5 4 _ 4
a a*+y“a® +a -y’ —a -y —a + a® —
Y (bdb) Y oy oy Y y4 n 1. (aaa) nondum ergo sci (bbb)

3 2
5 habetur etiam ex qvad. Hyp. qvia momentum

ad _

ex aligvo vertice. (aaaa) Ergo (bbbb)

a2 a2 _ 2

-y
2 2 _ 3 2 4 2 2
i fiet X Y 7 Y g Hyperbolam. multi (2) Y uy” Fpat

a2 —y2’ a2 —y2  aty a2+y2

-y

L

auferatur ab

10
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y Y’ y° y
nator, 1+ y? haberi possunt ex quad. Circuli, at: etc. ex

1+y2 1+y2 1+y2 1_|_y2
quad. Hyp. Si vero sit denominator 1 # y? semper habebitur ex quad. Hyp.

1 2
Sit LA 5= i Y e Si ad 3 addatur M fiet
14y 1—y+y 14y y+y 1+y 14y
1 2
aty+y3l1 y 5+
1—y 1+y 1l—y+y

General ’ E 2 boy? — 242 oy — 20
5 eneraliter: n z. Ergo t + y“t 0 bv — z n bv — n

t 2 g Y Y Y Y 1+ 42

24v ) 2yv
et faciendo bv N 2. seu b n — fiet: t N ————
v 2[1+2

merus v est par pendebunt ex quadratura Circuli, sin impar ex quadratura Hyperbolae.

buy? + buy?t? — 2y .
quae si nu-

Sive vero sit par sive impar modo denominator non sit 1+y?2 vel |2|1 + y2 seu 1 —1y?, sive

y? — 1. aut horum | 2| pendebit figura ex Hyperbola. Sed quoniam b. arbitraria fuit, et ita

10 etiam sumi poterit, ut nulla sequeretur destructio, hinc patet potuisse relinqui, et tunc
v v+2
semper ex data figura # haberi et . quod rursus praeberet theoremata, nisi

l1+y

ea jam in prioribus continerentur. Potest tamen servire ad probam.

1 2_1 2 z z
— F+y—1n +Y M Y Eodem modo generaliter Y vel 2
1+y 1+y 1+y 1+y Tflty

ex quad. Hyp. cumque uniuscujusque momentum ex vertice detur, per quad. Hyp. mul-

15 tiplicando per y ideo et quadrata ordinatarum dabuntur ex quad. Hyp. sive dabitur:
2z z
unde ope imaginariarum exponentium habebuntur et Y
207 1%y

21ty

aliaque idgenus in infinitum.

ex quad. Hyp. Ergo et

Yty Y-y
1 2 1 2yt
3 fiet: Richtig wére tyty = . 5 — Y : Leibniz vergisst den Faktor b im Zahler.
1—y3 1—y 1+ y2
Der Fehler beeintrichtigt zusammen mit einem weiteren Versehen die Uberlegung bis Z. 11. 7 impar:

Die Aussage gilt nicht fir v = 1.
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/1_1?_Jy2 /y—y3+y5—y7—|—y9—y11
1 1 1 1 1 1

" 37176 T8 T2
O S

1 2 '3 45 6

oo [0 [ [ ] [ Un-gue - e g

; 1 1+1 1
2 3 4

Y 3 5 7 9 11
I_l J— — J—
/1+y2 /y Yy oty y t+y -y

2 N C R
T ete
2 4a2 ' 6at  8ad ¢

1
M 1 — L2 P ot f
/1+y / Y Y Y Y Y

- ba B b? N b3 B bt
1 2 3a 4a?

etc.

dimidia

Ubi patet Mercatoris methodo reperiri tantum posse in toto, quod / ] i

+ 12

1
/ non vero in partibus.
1+y

.. y y ..
11f. dimidia 1 2 andert Hrsg.| non L
/()1+y2()|1+y 0

1
3 n 2 ": Richtig ware der Faktor > Leibniz tibernimmt den falschen Wert in die folgende Gleichung,

hat aber in Z. 11f. die richtige Aussage.

10
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7. LA QUADRATURE DU CERCLE PAR UNE PROGRESSION RATIO-
NELLE
[10. September — Oktober 1674]

Uberlieferung:

L Konzept: LH 35 XI 4 Bl. 1-2. 1 Bog. 2°. 2 S. auf Bl. 1. (Unsere Druckvorlage.)
I Reinschrift: LH 35 XI 4 B1.3. 1 Bl. 2°. 1% S. Geringe Textverluste durch Randschéaden.
Cc2,Nr. 794 A, B

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir den Zeitraum September 1674 bis Ja-
nuar 1675 belegt. N.7 ist wahrscheinlich nach N.5 u. N.6 und vor VII, 3 N. 382 sowie vor III,1 N. 392,
beide von Oktober 1674, entstanden. Es gibt inhaltliche Gemeinsamkeiten mit der vom Herausgeber auf
Oktober 1674 datierten Mitteilung III, 1 N. 385.

La Geometrie qui passe les Elements se peut diviser commodement, en deux Especes,
scavoir celle d’Apollonius, et celle d’ Archimede, dont 'une a esté resuscitée par Viete
et des Cartes, 'autre par Guldin, Cavalieri, et le Pere Gregoire de S. Vincent. Celle
d’Apollonius traite des Problemes rectilignes, en donnant la determination
de quelques lignes droites demandées par 1’intersection des courbes ou lieux appropriez,
ce qui se connoist par le moyen des Equations rendues aussi simples que faire se peut.
Mais quoyque elle ait besoin de la description des Courbes, elle n’en cherche ny suppose
pourtant pas la dimension. La Geometrie d’ Archimede au contraire cherche la dimension
des Courbes, des Lignes aussi bien que des Surfaces ou Solides, dont les Centres de Gra-
vité dependent. Or tous ces problemes curvilignes, ne dependent d’aucune
Equation, et par consequent ils sont ny plans, ny solides, ny sursolides, mais si vous
voulez de l'infinitesiéme degrez. D’ou vient que Mons. des Cartes n’y a jamais voulu
toucher, et qu’il a pris méme la dimension des lignes courbes pour impossible, comme il
dit en termes formels, dans sa Geometrie, quoyque le contraire se soit trouvé apres.

Mais quoyque les Equations nous abandonnent en cette rencontre, la Na-

ture des choses n’a pas laissé pourtant de nous fournir un autre moyen, scavoir les

13 est resuscitée [

24 f. il dit: vgl. R. DESCARTES, Geometria, 1659, DGS 1 S. 39.
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Progressions. Car comme les Problemes rectilignes, se reduisent au calcul et aux
nombres par les Equations; de méme la difficulté des Curvilignes est transferée de la Geo-
metrie a I’ Arithmetique par les progressions. Et comme nous tachons d’oster les signes
radicaux, des Equations; de méme faut il tacher de trouver une Progression de Nombres
rationaux; et quand la progression des ordonnées de la figure est irrationelle; il la faut
changer en une autre figure Equivalente, dont les ordonnées soient rationelles aux abscis-
ses. Il est vray qu’il y a certaines methodes des Quadratures, purement Geometriques,
qui dependent de la Transformation ou Transposition, des parties: finies, comme il ar-
rive dans la Quadrature de la Lunule d’Hippocrate; ou innumerables infiniment petites,
comme il arrive dans la Quadrature de toutes les figures dans les quelles les abscisses ont
une certaine raison constante, aux intervalles des ordonnées et tangentes, pris dans 1’axe.

Mais toutes ces methodes sont particulieres et nous abandonnent au besoin: car en
effect tous les essays se sont trouvés inutiles jusques icy, estant appliqués au cercle.

J’ose dire, que tant s’en faut que ceux qui ont cherché la Quadrature exacte du
Cercle ayant avancé considerablement, qu’ils n’ont méme donné aucune ouverture, ny
moyen d’y arriver. Car les Transpositions ayant esté essayées inutilement on chercha des
progressions a la verité, mais on n’en a pas trouvé jusques icy des regulieres et encor
moins des rationelles, qui satisfassent; la progression des polygones estant tout a fait
intraitable; outre qu’elle ne fournit pas mémes aucune progression dont la somme
soit égale au cercle, non plus que la belle approximation de Monsieur Wallis par nombres
rationaux.

J’ay eu le bonheur enfin d’en trouver une, qui n’est pas seulement rationelle, mais
méme aussi simple et aussi reguliere, qu’on la puisse pretendre; ayant decouvert apres
un grand detour de raisonnements, que le Diametre estant 1, la Circomference est, 4 fois:

1 1 1 1 n 1 ¢ rest & dire 8 foi 1 n 1 n 1 ¢ 8 foi n
- — = - — = — — — €UC. c'est a daire O1S: — — — €UC., Ou 018
1 3 5 7 9 11 3 35 99 ’ 4—1

25 dire (1) 4 (2) 8 fois L 25 ou |8 fois eryg. | 4—11 L

14f. J'ose ... ouverture: vgl. N.6 S.78 Z.3f. 20 approximation: s. J. WALLIS, Arithmetica

infinitorum, 1656, prop. 191, S.178-182 (WO 1 S. 467-469). 22 une: vgl. N. 1. 25 8 fois: Leibniz
verwendet zuerst den falschen Wert 4 wie in N.5 S.76 Z.1 und verbessert dann (vgl. die zugehorige
Lesart).

10

15

20
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1 1
+ etc. Il s’ensuit de la, que la circomference est egale a la difference entre
36 -1 100—1

1 1
d ions h i Z 4+ 4 = ete., et = + = + — etc.
eux progressions harmoniques, ] + 5 + 5 etc., e 3 + 7_1_ T etc

Or il y a grande apparence que les sommes de ces progressions se pourront donner a
la fin; car je puis donner déja la somme de la progression de toutes les fractions Triangu-
laires, de méme que des Pyramido-Pyramidales, Triangulo-Triangulaires. Mons. Huguens

m’ayant proposé du temps passé de chercher la somme de cette progression des fractions

1 1 1 1
Triangulaires, scavoir: 1 + 3 + 6 + 0 + 5 etc. Je ne la trouvay pas seulement égale

a 2. comme il avoit trouvé devant moy; mais je donnay en meme temps par une regle
generale les sommes de toutes les autres progressions des fractions de cette nature, dont
les nominateurs vont en progressions Arithmetique repliquée, scavoir

3 4 ) 6

6 10 15 21 etc. Triangulaires

10 20 35 56 etc. Pyramidaux,

15 35 70 126 etc. Triangulo-Triangulaires;
21 56 126 252 etc. Triangulo-Pyramidaux.
etc. etc. etc. etc. etc. etc. ete. ete.

—_ = =
S T =~ W N

Il y a une infinité d’autres progressions fort simples et fort regulieres dont j’ay la

somme; je me souviens mémes d’avoir donné la somme de cette progression:

L I I SR e
1737815 24 35 48 63 80 99
[ ] [ ]

1 1 1
dont les termes pointés 3 + 35 + 99 etc. a ’'infini laissant tousjours trois autres entre

deux font la progression de la quelle dépend la Quadrature. Mais je ne puis pas a present
trouver sur le champ le billet sur le quel j’avois mis cette observation.

17f. dont ... somme erg. L

4 la somme: vgl. VII,3 N.2 S.13. 6 proposé: vgl. VII;3 N.1 S.3 u. VII,3 N.36 S.365.
8 trouvé: vgl. HO XIV S.144-150. 8 donnay: vgl. VII,3 N.2. 18 la somme: vgl. VII,3 N. 15
S.181. 22 billet: Gemeint ist wohl N. 5, wo die beiden Reihen zusammen auftreten (vgl. auch VII, 3
N.31 S.345). Die ausfiihrliche Tabelle in VII, 3 N.382 S.386, dat. Oktober 1674, diirfte etwas spéater
enstanden sein.
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Enfin je crois que ceux qui entendent la matiere demeureront d’accord que c’est
peut estre le premier Moyen, qu’on ait donné pour arriver a la Quadrature Geometrique
du Cercle; et que méme la moitié du chemin estant faite, il y a grande apparence, si elle
se trouvera jamais, que ce sera par cette voye. Au reste quoyque j’avoue d’avoir profité
en cette matiere des Ecrits des Geometres de nostre temps, et sur tout des Messieurs
Huguens, Roberval, Wallis et Mercator, j’espere neantmoins d’avoir adjouté du mien
quelque chose d’assez considerable, en meélant un peu de bonheur avec beaucoup de
diligence.

4-8 Au ... Huguens, | Roberval, erg. | Wallis ... diligence erg. L, fehlt |

4-8 Au ... diligence: vgl. die ausfiihrlichere Darstellung in III,1 N.39, S. 168f.
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8. REDUCTIO CIRCULI AD FIGURAM RATIONALEM AEQUIVALENTEM
[Oktober 1674]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 IT 1 Bl. 83-84. 1 Bog. 2°. 4 S. Geringe Textverluste durch
Papierschdden. — Gedr. (ohne Lesarten): III,;1 N.39; S.142-153.
Cc 2, Nr. 773,

Datierungsgriinde: N. 8 diente als Vorlage fiir eine franz. Ausarbeitung (III, 1 N.393), die Leibniz
an Huygens gab und von diesem mit einem Begleitschreiben vom 6. November 1674 (III,1 N. 40) zuriick
erhielt. Im vorliegenden Stiick bezieht sich Leibniz auf das von ihm auf den 3. Oktober 1674 datierte
Schediasma de superficiebus Conoeidum (VII, 5 N.6).

Reductio Circuli ad Figuram Rationalem aequivalentem

Defin. 1. Figuram Rationalem voco, cujus abscissae sunt rationales ad
ordinatas, vel ordinatae ad abscissas, id est quae aequatione exprimi possunt, in qua
unius incognitae valor purus simplexque est.

Def. 2. Figuras syntomos voco, quarum portiones portionibus continue
aequantur.

Prop. L.

,Ut sinus versus est ad rectum, ita tangens arcus dimidii ad radium.

Centro C, sit arcus circuli descriptus AF' B, cujus dimidius AF, ejusque tangens AD.
Jungatur BD, in quam si opus est productam, agatur perpendicularis AQO, porro ipsius
Arcus AB sinus versus est AFE, et sinus rectus EB. Ajo esse AD ad C'A, uti AF ad EB.

Nam cum AD et EB, item AQ, et CB sint parallelae, Triangula Rectangula AOD,
et FBC, similia erunt, adeoque AO ad EB, ut AD ad CB. Jam AQO aequalis ipsi AF,

14 Figuras (1) aeqvivalentes (2) syntomos L

14 syntomos: Leibniz ersetzt punktuell aequivalens durch syntomos. 16 Prop. L.: vgl. 111, 1
N.392 S.154 Z.8 — S. 155 Z. 4.
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A G D
ol =2
....... . B
fig. 1

(: est enim AO aequalis ipsi BG, et BG ipsi AE :). Ergo AE ad EB ut AD ad CB,
vel ut AD ad AC. Quod erat ostendendum. In Terminis Analyticis, sinu verso posito x,
et radio a, constat sinum rectum esse v/2ax — 22, et Tangente arcus dimidii appellata y

fiet: 5
) xr . ar
N —, sive Yy N —.
a  \2ar — x? V2axr — x?
Prop. II.
o1 Tangens arcus dimidii, appelletur y, et sinus versus arcus dati, z, et Radius, a,
2ay>
,,ﬁet: x I 2—y2
a®+vy
. . L 5 ) V2ax — 1%  a
Nam sinu verso posito z, erit sinus rectus v2ax — x?. Erit ergo: ———— 01 —. 10
z Y
e e ax 2 2,2 2,.2
Ergo Tangens arcus dimidii sive y 1 ————= per prop. L. Ergo 2axy® — z*y* n a“z~,
V2axr — 22
. ) 2ay>
sive 2ay? — zy? n a?x et denique z N 2—y2
a“ +y
361 S L 11 Ergo T I L
—6 In ...y N ——— eryg. rgo Tangens ... prop. l. erg.
V2ax — x2

7 Prop. II.: vgl. a.a. O., S. 155 Z.4-T7.
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Unde corollarium sequitur satis memorabile: nempe si Tangens arcus sit radio com-
mensurabilis, sinum versum arcus dupli, commensurabilem quoque ipsis fore; sive data in
numeris tangente arcus Circuli, et radio, etiam sinum versum arcus dupli, ac proinde et
sinum complementi ejus in numeris rationalibus haberi posse. Idque non est minus me-
morabile, ac illud a Clarissimo Pellio observatum, quod Tangente aliqua posita rationali,

etiam Tangens arcus dupli sit rationalis, nam Tangente appellata y, et tangente arcus

a2y

dupli z, fiet z N1 ————. Unde jungendo haec duo theoremata inter se, patet Tangente
-y

a2
posita rationali, arcus dupli tam tangentem quam sagittam sive sinum versum fore ra-
tionales. Sed quod de sinu verso nunc invenimus, ab eo inprimis aestimandum est, quod

viam nobis aperuit ad figuram rationalem circulo aequivalentem inveniendam.

Definitio 3. Figuram Segmentorum voco quae constituitur, ex tan-
gentibus arcuum dimidiorum Diametro circuli ita ordinatim applicatis, ut sinubus rectis
arcuum integrorum in directum jaceant, quemadmodum in fig. 2 arcus, AB, dimidiati
tangentem AC, translatam videmus in DF, sive diametro AH, ita applicatam, ut sinui
recto BD arcus ipsius integri AB, in directum jaceat. Unde fit figura AEF, quae pro-
currit in infinitum versus F' et ad rectam HG, tangentem circuli, in infinitum accedit,
ita tamen ut eam nunquam attingat, quare recta HG, quam velut applicatarum ejus
maximam considerare possis, est ipsi asymptotos.

Voco autem Figuram Segmentorum, quia postea ostendam portiones ab ea abscissas,
ut ADFE perpetuo segmentis circuli respondentibus ABA duplicatis aequivalere. Quam

242 4 4, 2.2
7 Nebenbetrachtung: a’z — y?z n 2a’y. vel y? + iy + a_2 n H#
z z z

ava? + 22 — a?

z

et y n

1-10 Unde ... inveniendam: vgl. a. a. O. S. 155 Z. 7 f. 5 observatum: J. PELL, Controversiae de
vera circult mensura pars prima, 1647, S.13. Leibniz hat den Satz aus Fr. van SCHOOTEN, Tractatus de
concinnandis demonstrationibus ex calculo algebraico, 1661, DGS 11 S. 368, wo auf Pell verwiesen wird;
vgl. VII, 4 N.22 S.394. 11-95,12 Definitio ... habetur: vgl. III,1 N.392 S.155 Z.9 — S. 156 Z.12.
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L
1 x
E
.....:.G".l ................................. F
F’ F/ ’
[Fig. 2]

figuram a Geometris non consideratam miror, cum Cissoeide pariter et Conchoeide sim-
plicior sit; et habeat hoc egregium, ut posita AL ordinata, ad Axem vel diametrum, sive
AL, abscissa ex tangente verticis; rationali: etiam AD, abscissa ex diametro vel Axe, sive
LFE applicata ad Tangentem verticis futura sit rationalis. Quod breviter sic ostendo:

Prop. 3.
,Figura quam voco Segmentorum est rationalis.
2ay>
Posita enim AD, sive LE|,] x, et DFE sive AL, y, fiet: x n TyQ per prop. 2. Est
a” Ty

enim per constructionem sive definitionem figurae segmentorum, AD vel LE, sinus versus
arcus integri, et DFE sive AL, tangens arcus dimidii. Figura autem omnis rationalis a me
appellatur, vide def. 1, in cujus aequatione unius incognitarum valor simplex purusque
habetur.

11 def. 2. L dndert Hrsg.

1 Fig. 2: Leibniz hat fiir die Punkte auf der Grundlinie zwischen H und G in der Figur und im
zugehorigen Text urspriinglich die Bezeichnung Z verwendet und dann nicht iiberall zu F' gedndert. Zur
Vermeidung von Verwechslungen werden diese Punkte mit F’ bezeichnet, aulerdem ein Punkt G auf
der Kreisperipherie mit G’. 2 non consideratam: Eine solche Kurve verwendet bereits J. GREGORY,
Ezxercitationes geometricae, 1668, prop. VI, S.23f. Vgl. die Erl. zu III, 1 N.392 S.155 Z.9 — S. 156 Z. 12
u. zu III; 1 N. 40.

10
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Habeatne flexum in contrarium, ita investigabimus: Aequatio ejus est: a’z + zy? n

4 2 2 2
2ay?, unde: a?l + ly? n 4ay® — 2zy?, ac proinde [ n %, et pro x posito ejus
a Y
4ay® — day’ 32 | 4 1)
' a?+y? . 4a”y” |+4ay™ — 4ay ' 4ay?
valore, fiet: [ n ,sive: [ m ,sivel n ,
a? + 2 at + 2a2y? 4 y* a* + 2a2y? 4+ y*

1f.  Nebenbetrachtung: a*x + xy® n 2ay® — xy?. a®l + ly? n 4ay2 — 2zy? vel I N

day? — 2xy?
M. Pro 32 pone ejus valorem, fiet [ nm et fiet:
a’ +
2a —x 2a —x
[ 20—z
—-n
x a
Am unteren Rand: a® n yz. seu a® —yx n 0. et yxr — a® n 0. Ergo —yl n gz
. ) 4ay?
3 Spdaterer Zusatz am Rand: Summ. omnium [ n datur ex
0,4 + 2a2y2 + y4
9 2 4 2 2 3,2 2 4
datis [z n / 2ay 5 seu cognita est differentia. Ergo datur et @y ’+M @
a* +y 2la? + y2
y? a’x
Ergo et datur ex quad. Circuli, dimensio hujus [2] =———. At quia y? n habetur
a? + y? 2a — x

3
ex quad. Hyperbolae habebitur ergo et 2y 5
a“+y

ex quad. Hyperbolae.
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. l 2ay l 2a° . . )
sive 4/ — M ————=. Est ergo — N ——— ut obiter dicam, hinc patet, curvam nullum
a  a®+y? o a?+y>?

habere flexum contrarium, semperque obvertere concavitatem rectae AH, cum z semper

sit major ipsa [.

Auferatur x, a 2a, fiet: 2a — sive sive ——— N 2a—x.

a? +y?’ a? + y? a? +y?
Eritque z n EF’ in figura, et summa omnium 2z aequalis segmento Circuli duplicato.

Ducatur z in y, seu HF’, distantiam ab axe, habetur solidum ex revolutione figurae
2a2
AEFGH, circa axem AH, quae erit: Ty2 N w, unde 2a%y N a?w + y?w. Quaeritur
a Yy
ergo hujus figurae quadratura, cum appareat satis simplex. Si vera sunt quae dicuntur
de ductibus 63 habetur ex posita Circuli quadratura: momentum figurae propositae ex
basi HG, ac proinde solidum acutum infinitum ejus revolutione genitum. Habentur et
revolutiones circa alias bases ut DFE. Habetur jam et ipsius figurae integrae dimensio
ex supposita circuli quadratura, quare habetur figurae centrum gravitatis ex supposita

Circuli quadratura. Pugnare videntur prop. 6. num. 3. et prop. 63. de ductibus.

2 Dariber: Imo habet. Fuit error. Vide infra.

13 Uber Circuli quadratura: Imo et Hyperbolae.

5z n EZ L dndert Hrsg. 6 seu HZ L andert Hrsg. 10f. habentur ... DE erg. L
. L . . . 2a’y
13 qvadratura (1) Hinc seqvitur dimensionem curvae, cuius (a) aeqvatio est (b) ordinata valet: — e
& y
. . . . 222y — 2a3
etiam ex qvadratura Circuli pendere, ergo et qvadratura huius figurae: ﬁ’ vel
& Yy
2a2y? — 2a3
2BY T 29 ox eodem principio habetur (2) pugnare L
a2 + y2

1 patet: Die folgende Aussage ist nicht richtig. Leibniz bemerkt den Irrtum spéter (s.u. S. 99 Z. 31.)
und markiert die Stelle am Rand. 5 aequalis: Leibniz vergisst, zum doppelten Segment noch das
Rechteck yz zu addieren. 9 de ductibus 63: VII, 4 N. 26 S. 460. 13 prop. 6. num. 3.: a. a. O., S.428;

mit den Bezeichnungen von Fig. 2 entsprechen die Aussagen den Gleichungen AQ(2a—x) = 2av/2ax — 22

CLQ.T,‘ - a:c2

bzw. a(BD — DE) = 22— 9%
V2axr — x2

10
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Si vera sunt quae dicuntur de ductibus 52, quadratorum, ipsarum DFE, summa,

2
a‘x
pendebit ex quadratura Hyperbolae. Calculum consulamus: y n \/ 5 . Unde, 3% n
a—x
a’x 2
5 . Ergo quaeritur summa figurae cujus ordinatae sunt , vel ponendo 2a—xz n
a—x a—x
20 — 2az . 2ad®
z, et x n 2a — z, fiet: ———  n v, sive — — 2a N v, quae pendet ex quadratura
z z

Hyperbolae. Ergo ad centrum gravitatis habendum hujus figurae opus tam quadratura
Circuli quam quadratura Hyperbolae. Constat tamen nobis ex sola Circuli dimensione,

quantum a basi vel vertice Centrum gravitatis distet, at quantum distet ab axe AH

a2y

2
pendet ex quadratura Hyperbolae, ergo et haec ordinatarum progressio: prR pendet
Yy

a2

ab eadem.
3

a
Ostendi schediasmate novissimo de superficiebus 3. octob. 1674, ——— etiam a
Y —a

3

quadratura Hyperbolae pendere. Ducatur in y + a, fiet: , et habebitur momentum

Yy—a
3

a
ejus ex quadratura Hyperbolae. Ducatur et in y — a, fiet o’ et habebitur etiam
y+a

momentum ejus ex quadratura alterius Hyperbolae.

Caeterum DFE, ducatur in HD seu 2a — x fiet /2a3x — 2a222, sive av/2ax — 222,

2$3

quae Circulo utique Homogenea est. Si ducatur AD n x, in DFE, fiet: \/ 5 , sive

\/ xr
ax

Nota [, seu productam figurae in ipsa AH sumendam ita rectius investigabimus:

a— T

quam figuram necesse est, ut arbitror, ex Circuli quadratura pendere.

4ay® — 2zy?

[N
a? + y?

. Pro 42, substituatur ejus valor, fiet:

1 de ductibus 52: a. a. O., coroll. 1, S. 459. 3-9 Ergo ... eadem: vgl. ITI,1 N. 395 S. 157 Z. 10-12.
10 Ostendi: VII,5 N.6 S. 33. 14 v/2a3z — 2a222: Richtig ware v2a3x — a?z? bzw. av2ax — z2. Das

Versehen beeintriachtigt nicht die allgemeine Aussage des Satzes. 16 ut arbitror: Leibniz fiihrt diesen
Teil der Untersuchung ab S. 105 Z.7 durch.
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vals 2ax — 2
M=) "%t a4y sive o give 227
A\ a
S
2a°x 2a’|—a‘x + a‘x 2% — =
2a—w

Hinc patet cum 2a sit semper major quam z non posse aequationem habere flexum con-

trarium; imo si [ major quam x, quod fit, quamdiu z minor quam a, curva concavitatem

axi obvertit, id est usque dum respondeat centro circuli, postea convexitatem. NB. Porro

I 2af — 2?
ratio L p 20t — 27

x af

Summa autem omnium [ ad basin, ac proinde summa omnium:

seu ut 2a — z ad a.

4a3y2
0/4 + 2a2y2 + y4
aequatur summae omnium DFE ut jacent seu figurae nostrae. Ergo haec quoque figura

pendet ex circuli quadratura. Eodem modo investiga, [, ex y, et postea y elimina retenta x,

. . 9 9 a’x + xy?
habebis figuram propositae symmetram. a“z+xy” N 4dayl—2xyl, et [ N y—y— vel [ n
ay — 2xy
5 a’z?
Tt e —w . 2a%(a’? + %) -
, sive quae pendet a Circuli quadratura.
- a’x a’x
4da — 2, — 4a? — 2224 ———
2a — x 2a — x
Invenienda est Reducta, quod ita fiet: quadratum ipsius y, seu y2, dividatur per I,
a’z ) a® ) )
habetur reducta fiet: — , sive quae est Hyperbola Cubica. Si
2a —x ~ 2ax — 22 2a — x,[]

2a — x
4f.  Dazu, unter NB. ergdinzt: Ecce elegantissimam constructionem — n ——— pro
x a

hujus figurae tangente.

3f. imo ... NB. erg. L

3 imo: Die Bestimmung des Wendepunktes der Kurve ist nicht richtig. Leibniz iibernimmt das
falsche Ergebnis in ITT,1 N. 392 S. 157. 10 sive: Im Nenner des folgenden Bruches miisste der Faktor
vor dem Wurzelausdruck 2(2a — )? lauten. 12 fiet: Im Zahler der beiden folgenden Briiche miisste
statt a2 jeweils a3 stehen.

10
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Er) 2
2 2 ’ a? + y? I~ 2 2
ar+ oy elimines x, fiet: [ n i hy” 0"ty
247 +[2ay? — 2ay?

inln
day — 2xy 24ay73/2
,Figura Segmentorum ADFE A aequatur momento arcus circuli ei respondentis, AB,

ni.
2day — ———

»ex AC' tangente extremitatis sive verticis A, servato situ ponderati.

Tangat arcum circuli AB, centro M descripti, recta NBP bisecta in B, quantum-
libet parva, et ex punctis N, B, P in diametrum AM H demittantur perpendiculares
PQ,NR,BD. Jungatur BM. Patet esse PN tangentem ad QR, ut est BM radius
BM, (QR)

ad BD sinum rectum, sive erit NP n —
sin. (rect.)

, vel analytice, QR, vocando 1, fiet:

n NP, positis ut ante M B, vel AM n a, et AD n x. Jam ex B erigatur

a
V2ax — x?
ipsi AM parallela BS, donec ipsi AL tangenti verticis A, occurrat, quae est aequalis
ipsi AD. Manifestum centrum gravitatis ipsius NP esse B. Ac proinde ejus pondus sive
momentum ex AL erit rectangulum sub NP et BS ex notis centrobarycae principiis.

) a . . a(z)
Momentum ergo erit Rectangulum ex NP N1 ———, in BS n z, sive —————
V2az — 22’ ’ 2ax — (x?)

ipsa nimirum Tangens ad AL producta, BC' (prodit).

1 n1|in qva vereor ne qvis insit error, qvia nulla adsunt signa negativa NB gestr.| L 4 bisecta
in B erg. L 13 ipsa ... (prodit) erg. L

1 sive: Im Nenner des folgenden Bruches miisste der erste Term vor der Kiirzung 24, danach 2a?
lauten. 2-102,6 ,Figura ... Q.E.D.: vgl. a. a. O., prop. II, S. 157f.
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1 Fig. 3: Leibniz hat die urspriinglichen Punktbezeichnungen, die hier wiedergegeben sind, um
Unstimmigkeiten mit dem Text zu vermeiden, nachtriglich geéndert, indem er die Punktbezeichnung C
gestrichen und die Punktbezeichnung L durch C ersetzt hat. Linien in Blindtechnik werden gestrichelt
wiedergegeben.
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Jam intelligamus NP esse latus polygoni infinitanguli. Patet totum arcum AB,
intelligi posse constare ex infinitis N P. et AR, divisam in infinitas Q) R inter se aequales,
et cujuslibet valorem eo quo dixi modo exprimi posse, et variare pro vario valore ipsius

x, seu AD: Quare et momentum ejus summa quippe momentorum omnium partium erit

ax
summa omnium ———, id est inspecta fig. 2. summa omnium BC' vel DFE, id est

V2az — 22’
figura ADEA. Q.E.D.

»Momentum arcus circuli AB, servato situ ex diametro AH (vel T'M) ponderati, ae-

,quatur rectangulo sub radio et portioni ipsius diametri arcum subtendenti AD (vel
-V M vel BD).

Haec propositio eadem fere qua praecedens methodo demonstratur, ponendo AD,
in infinitas R, inter se aequales divisam, et arcum ex infinitis lateribus N P conflari,

momentum cujuslibet NP, ex AH, aequatur rectangulo NP in BD. Jam BD constat
a

esse V2ax — x2, et NP invenimus calculo praecedentis propositionis esse ————,

V2ax — x?
afx

V2ax — x2

(a) aeqvatur momento ipsius arcus circuli, et ponendo autem 3 esse partem (b) toties repetitarum qvoties

2 NP. (1) qvare et momentum ex ipsorum momentis conflabitur. Summa ergo omnium

[ repetitur in ipsa recta AM |vel a erg.|, aeqvatur arcus AB momento. Numerum autem infinitum,

a
ipsarum [ in a contentarum, appellemus 1, (aa) erit 8 n 3 (bb) (: qvemadmodum, ut exemplo res

a
intelligatur, si 8 ponatur ter contineri in a, erit 8 n 3 :) (aaa) Ergo et (bbb) eritqve (ccc) et summa

. aBx o . . . -
omnium ————, sive ipsum arcus momentum erit ————. jam si numerus ipsarum [ in |ipsa
V2ax — x2’ V2ax — x2
a
erg.| a |repertarum erg.|, est 1, erit 8 idem qvod 3 (aaaa) {(qvod) (bbbb) qvo valore in locum ipsius
2 4
a“xl afx afx ax
[ substituto, fiet: sive (2) Atqvi ———, idem est qvod —————, qvia
’ 1V 2ax — x2 V2ax — x2 V2ax — x2’ V2ax — x2’

B, linea infinite parva |ad erg.| altiorem dimensionem non attollit et si constans perpetuoqve eadem
intelligatur posito scilicet ipsam AR |vel AD erg.| in infinitas QR. inter se aeqvales divisam, unde fit
(3) Conseqventia facile ostenditur, ponendo enim 3 infinite parvam sive constantem esse ipsius (a) a (b)
Radii infinitesimam, (aa) erit (bb) Numerumqve infinitum (4) et L 7 (1) Momentum arcus circuli
ex tangente extremitatis sive verticis, servato situ ponderati, aeqvatur segmento (a) s{(ec) (b) duplicato
(2) Momentum ... circuli (a) ex diametro |eius erg.| (b) AB L

7-103,4 Momentum ... Q. E.D.: vgl. Bl. PASCAL, Traité des sinus du quart de cercle, 1658, prop. I,
S.1 (PO IX S.61f.) u. III,1 N. 395, prop. III, S. 159.
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av2ar — x2
V2ax — x2

aequatur radio, ergo momentum omnium N P, seu ipsius arcus, ex eadem diametro pon-

ergo NP in BD erit sive a. Momentum ergo cujuslibet VP, ex diametro,

derati, aequatur radio toties sumto, quot sunt ipsae N P, seu quot in sinu verso AD sunt
rectae QQR, seu unitates],) id est radio ducto in AD. Q. E.D.

Hinc facile demonstratur, quod invenit Archimedes, Superficiem Sphaericam cylin-
dricae respondenti, aequalem esse.

,2Momentum arcus circuli, AB, ex tangente extremitatis, AL, servato situ ponderati,
yaequatur segmento ejus ABA, duplicato.

Nam pondus arcus AB ex diametro T'M aequatur rectangulo VM A, per prop. pro-
xime praeced. Ergo ex principiis centro-barycis pondus arcus AB, ex sinu recto BD,
aequatur rectangulo VM A, demto rectangulo sub arcu AB, et sinu complementi M D.
Praeterea ex iisdem principiis centrobarycis constat; summam duorum momentorum ejus-
dem arcus, AB, nempe unum, ipsius ex sinu recto BD, alterum ejusdem ex tangente AL,
servato semper situ, ponderati; aequari rectangulo sub arcu ipso et sinu verso AD. Ergo
si ab hoc rectangulo, seu summa utriusque momenti, auferas unum momentorum, nempe
momentum arcus ex BD, restabit alterum, momentum scilicet arcus AB ex tangente AL.
Quod ut compendiosius transigamus, sinum rectum BD appellemus v, arcum appellemus
Y. Porro AD posita x, ut semper, et radio a, erit M D n a— x, adeoque momentum arcus
ex sinu recto erit va —a + 1, quo ablato ab utriusque momenti summa, nempe x, fiet:
) —va+ ap — x1, vel abjectis +x1) — x1), se destruentibus, fiet ay) —va seu aw), (rectan-
gulum sub arcu et radio seu) sector duplicatus; demto rectangulo va, vel VM A, aequalis

4 AD. (1) vel x, Hinc patet portionem superficiei sphaericae, arcus propositi revolutione circa
diametrum ad extremitatem eius pertingentem (a) descri (b) generatam aeqvari circulo cuius (aa) di
(bb) ra (cc) radius est media proportionalis inter radium circuli dati, | et erg.| sinum versum arcus dati.
(2) Q.E.D. (3) Q. E.D. L 9 (1) Nam Rectangulum sub arcu et radio aeqvatur sectori duplicato, ut
ostendit Archimedes, ergo (2) Nam L 13 arcus, AC L andert Hrsg. 20f. (rectangulum ... seu)
erg. L

5 invenit: Die Aussage ergibt sich aus ARCHIMEDES, De sphaera et cylindro 1, prop. XIII, XLII u.
XLIIT. 7-104,5 ,Momentum ... Q.E.D.: vgl. III,1 N. 392, prop. IV, S.159f. 26 ostendit: vgl.
ARCHIMEDES, Dimensio circuli, prop. I.

10
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est momento arcus AB, ex AL. Quare sector, demto Triangulo M BA, (r)ectanguli VM A
dimidio, aequatur momento arcus dimidio, at sector AM BA Triangulo M BA minutus,
relinquit segmentum ABA, id ergo aequatur momento arcus dimidio; ac proinde Momen-
tum arcus AB ex AL tangente extremitatis, A, servato situ ponderati, aequatur segmento
ABA, duplicato. Q. E.D.

2ay> 2ay? + 2a3 — 2a3 2a3
—5 5, ergo x N 5 5 n2a — ——-—. Jam po-
as+vy as+vy as+vy
3

——— - Et momentum figurae ADFEA ex

ac+vy

Notandum quia x n

nendo EF’' n z est x n [2]a — z. Ergo z n

2

Y 5+ Atqui

axe AH, summa omnium zy, pendebit ergo ex quadratura hujus figurae: P
a Y

jam ostensum est summam quadratorum omnium y seu etiam momentum hujus figurae

ally

pendere ex quadratura hyperbolae, nam 2 n [,] figura ergo homogenea quadratis

2a —x
: 2a°y :
est Hyperbolica. Ergo et figura poR pendebit ex quadratura Hyperbolae. Ergo et
a )

1-3  Am Rand: NB. Si istae detractiones ex (i)psis lateris seu Characteribus appa-
rerent.
2

facile et habetur . Nam illud

a—1x a—1x

x x? x3 x? a3 xt

dat: (— — + — ete. (hoe);: — + — + —.
& <2a>+4a2+8a3 ete. (hoc) 2a+4a2+8a3

10 Nebenbetrachtung: NB. Ex posita

(—) ponendo 2a n 1. patet (e)a non

(x)®

differre nisi x Triangulo. Eodem modo facile habetur . et breviter omnes figurae

(quajrum denominatores (sunt) 2a — z. (—) Generaliter habita (una) figura certo modo
(syummata habentur (om)nes aliae ab eadem (fo)rmula denominatae. NB.

<y>2 i, a® + bx

xa® + bx?
dx

Darunter: y n \/ [bricht ab]

7 figurae ADFEA: s.o. Fig. 2. S.95.
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2y3 I ; 4a2y4 | 4a5 'L ar? dot

—~2 . Haec autem ve vel haec ——— pende
a2 + y2 at + 2a2y2 + y4’ at + 2a2y2 + y4’ Dar — 12 p
ol drat a—x . a . av2ax — 2 02 2a3x — ra?

ex circuli quadratura. ——————n —, erit v 1 —— et v - seu
q foar — 22 v’ a—z a—x,0

av? — 2av’z + 2%v? n 2a3x — xa®. Haec pro conchoeide quae etiam pendet ex quad.

2 d av2ar — x? fiet —x3+2a2x
a , fiet: —
V2ax — x? a—x a—x " V2ar — 22
zra + z2 a’x xa
+ , quae pendebit ex Circ. et Hyp. simul. Jam ————=
V2ar — 2?2 a—z " V2axr — 22 q P yp V2axr — x?

pendet ex quad. Circuli.

sive

Hyperbolae. Addatur

Inquirendum ergo separatim in hanc x—Q n e. Erit sagitta i Ff) seu
V2ar — 12 sinus sagitta

erit sagitta media proportionalis inter sinum et e, et e erit recta DN in figura. Jungatur

BMG' dum circulo occurrat in G’; erit BG’ diameter. Jungatur ANG’. Transibit inter

AG' per N, quia angulus BAG’' rectus. Patet esse BD n PG’ et PH n AD seu .

AD DN nne

-
MDA PAR2a—2 " PG’ 1 oar — 22

J

, fiet 2ae — 2xe N xv2ax — x2. Momentum

4  Unter sive: Error

xa + x2 xa
1f. pendet ... qvadratura erg. L 5 —————— (1) Jam —— pendet ex qvad. Circuli, et
v2ax — x2 (1) v2ax — x2

xa 4 x* d. Hyperbolae. Ergo eti < d. Circuli et Hyperbolae simul pendebit
—————— ex qvad. Hyperbolae. Ergo etiam ——— ex qvad. Circuli et Hyperbolae simul pendebit.
V2ax — x2 & V2ax — x2

2
a“x

2) + L

2) a—x " v2ax — x2

1f. Haec ... quadratura: Leibniz hat die Aussage zur Abhéngigkeit der Flachenbestimmung er-
2

T
anzt. Die Untersuchung zu e = —— fithrt er Z.7 — S. 106 Z. 11 durch. Fir den ersten Ausdruck
& & V2ax — 22

hat Leibniz die Abhéngigkeit in VII,4 N.45 S.764 Z.12f. festgestellt, fiir den zweiten ldsst sich die
Abhingigkeit direkt aus den dort gewonnenen Ergebnissen ableiten. 3 conchoeide: Die Abhéngigkeit
der Quadratur der Konchoide von Kreis- und Hyperbelquadratur kennt Leibniz bereits aus J. GREGORY,
Ezxercitationes geometricae, 1668, S. 23; vgl. VII, 4 N.22 S. 402, 405 u. 417. In seinem Handexemplar hat
er im einschlidgigen Consectarium die Worter hyperbolici und una cum semisegmento circulari unterstri-
chen; vgl. VII; 5 N.47 S. 340. 7-106,11 Inquirendum ... simul: vgl. III,1 N. 392 S. 163 Z. 15-23.

10
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ergo sinuum ex tangente quod pendet a quad: circuli, aequabitur momento ipsarum e,

3
. Si

ex tangente opposito. Sed et momentum ex diametro seu quadrata ab e, dant
a—x

3
haberetur ————=, haberetur omnium e summa ex sola Circuli quadratura. Praeterea

V2ax — x?
producatur H B in ), ubi tangenti verticis, AC' occurrat. Patet duo esse Triangula simi-
DN QA n duplicata tangens arcus dimidii n y

n
AD AH n2a
ergo omnium e seu DN aequatur momento nostrae figurae Anonymae ex vertice dupli-

lia HAQ et ADN, ideoque . Cylinder

cato. Sed jam video momentum nostrae anonymae ex vertice prorsus ex quad. Circuli

2 A _BD
pendere, seu \/%; nam ob Triangula Similia, QAH, BDH erit g—H M DI Ergo

QA "~ DH n AH ~ BD. Ergo cylindro sinuum BD aequatur momentum 4ay — 2xy, at-
2

x
V2ax — x2
xra + x? 2a%x

———— ex quad. Circuli. Ergo
V2ax — x? d & a—zx " 2axr — x?

qui 4ay habetur ex quad. circuli, ergo et 2zy. Ergo habetur ex quad. Circuli.

Ergo ex Circ. et Hyp. simul.

6f. duplicatum L dndert Hrsg. 11 Circuli. (1), at eadem ex gvad. Hyp. et Circuli simul. Ergo
ex data gvad. Circuli datur qvad. Hyp. (2) Ergo L
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9. DE SERIE AD SEGMENTUM CIRCULI
[Oktober 1674 (7)]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XIII 1 BL. 405. 1 trapezformiger Ausschnitt von max. 10,4
X 3,9 cm. 6 Z. auf Bl. 405 r°.
Cc 2, Nr. 00

Datierungsgriinde: Das Gleichheitsszeichen n wird von Leibniz ab Juni 1674 verwendet. Leibniz
wendet ein Theorem von Sluse zur Polynomdivision, mit dem er sich im Oktober 1674 auseinandergesetzt
hat, auf die Kreisreihe an; vgl. VII, 3 N. 385 S.391.

b b B
3 3 3
b b’ b— b7 b b b 2 b— b7 2b
b— b3+ b5 n - . n-——+——2 FErgo——— +=n
TR T I e Tr3 1 373 3 e
b[ b?’] L b°
1" 3 3
b 63+b5 - b—b7+2b 20° Eroo 0 +2b dior triol 203 3b3+b5
-———+—n-—5+—=———. Ergo ——— + — major triplo - — — — — —
1735 142 3 15 U Tgpr 3 NPT T T
2b2 b+ b? b b b?
1—-="—,"b, — “b?vel -, — -+ —," b2
R T T3ty
b5 b 2 1
12 Neb h == —=n—-—1n =
eoenrechnung 3 5 M 15 |_| 7
b BT b o . b—b7
10 1+—b2 — 1+—b2 Richtig ware 1+—b2+1+—b2 Leibniz rechnet konsequent weiter. 12 1+—b2
Konsequent gerechnet miisste im Nenner ein Faktor 3 stehen. In der Folge wiirde sich eine Abschétzung
fiir HLbQ + 2b nach oben statt nach unten ergeben. In der weiteren Rechnung kommen einige kleinere

Versehen hinzu.

10
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10. DE FRUSTO CONI RECTI. DE QUADRATURA HYPERBOLAE ET CIR-
CULI ARITHMETICA
[10. — 11. Oktober 1675]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XIIT 1 Bl. 408-409. Rest eines Bog. 2°: Von BIl. 408 fehlt
5 oben ein Ausschnitt von ca 20 x 18,5 cm, im unteren Drittel ein Streifen von ca 17,5 X
1,5 cm; von Bl. 409 fehlt unten ein Streifen von ca 19,5 X 4 cm. % S. auf BIL. 409 r°. — Auf
dem Rest des Tragers VII, 5 N. 33 sowie Cc 2, Nr. 1069, 1070 und 00 (Druck in spéateren
Bénden der Reihe).
Cc 2, Nr. 00

10 Datierungsgriinde: Bei dem vorliegenden Stiick handelt es sich um Notizen, die Leibniz im Verlauf
eines Gespréchs, moglicherweise mit T'schirnhaus, anfertigte. Neben dem in Teil 1 aufgegriffenen Problem
zur Bestimmung des Volumens eines Kegelabschnitts, das Leibniz am 10. Oktober 1675 von Dechales
gestellt wurde (vgl. VII,5 N. 32), sowie der arithmetischen Kreisquadratur betraf die Diskussion auch
das Thema der Gleichungslosung (gegenlaufig auf Bl. 408 v°, nachtréiglich zerschnitten und teilweise mit

15 Cc 2, Nr. 1070 iiberschrieben; Druck in einem spéiteren Band der Reihe). Die auf Bl. 409 v® befindli-
che Aufzeichnung VII, 5 N. 33 ist datiert auf den 11. Oktober 1675 und wurde vermutlich nach dem
vorliegenden Stiick verfasst.

[Teil 1]

|

[Fig. 1] [Fig. 2]

18 Vgl. VII, 5 N. 32, insbesondere die Marginalie zu S. 239 Z.5 sowie Fig. la auf S. 240.
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[Teil 2]
. 1
l' J—
b
1 1 1 + ¢
4+ etc
a 2a?  3a3  4a?
A ¢ L1, 11
1 3 5 7 9 11
B
. 1
la  3a®  5a® 747
[Fig. 4]
A C
B D
[Fig. 5]

5 Darunter: 1

8 Fig. 5: Die Punktbezeichnungen A, C' und D sind um 90° gedreht geschrieben.
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11. QUADRATURA ARITHMETICA CIRCULI
[Herbst 1674 — September 1676 (7)]

I"Jberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl1.126. Ca 1 Bl. 4°. Linker und unterer Rand
unregelméfig geschnitten. 1 S. auf Bl. 126 r°.
Cc 2, Nr. 628

Datierungsgriinde: Die Aufzeichnung von Leibniz war héchstwahrscheinlich zur Mitteilung seiner
im Herbst 1673 entdeckten Kreisreihe in einem Gesprach gedacht. In den frithen Studien mit der Kreis-
reihe gibt Leibniz zunichst Formeln fiir das Kreissegment bzw. fiir eine komplementére Flache an (N. 1;
VII, 3 N.24-26 u. N.30, 31). In den Handschriften von 1674 benutzt er meistens das Verhéltnis von
Kreisumfang und Durchmesser (vgl. N.4, 5, 6, 7 sowie II[,1 N.39s). In einigen Féllen (wie in VI, 3
N.27, 31, 38) bezieht er sich, manchmal zusétzlich, auf die Flache des Vollkreises bzw. auf das Verhéalt-
nis von umbeschriebenem Quadrat und Kreisfliche. Die Aussage im vorliegenden Stiick: ,Le Quarré
circonscrit estant 1. 'aire du cercle inscrit sera: 1 — 3 + é — % + % — % etc.” dhnelt sowohl der For-
mulierung von Huygens im Brief vom 6. November 1674 (III,1 N.40 S.170) wie denen von Leibniz in
den ausfiihrlichen Mitteilungen von Ende 1675 an La Roque (III,1 N. 72 S.339) und an [Gallois?] (III, 1
N.731 S.356). Den Vergleich der konvergenten geometrischen Reihe der reziproken Zweierpotenzen mit
der Kreisreihe verwendet Leibniz auch in De vera proportione circuli ad quadratum circumscriptum in
numeris rationalibus, in: Acta eruditorum, Februar 1682, S.45 (LMG V S.121).

Quadratura Arithmetica Circuli
GL

L’aire

[Fig. 1]

19 Quadratura ... Circuli erg. L
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Le Quarré circomscrit estant 1.

1 1 1 1
I’ ai le i 1 -t -4+ - - — .
aire du cercle inscrit sera 3 -+ 5 - + 9 11 ete
e
A . . ,
ABDC soit 1. pied quarré.
1
£ r AFFB §
1
ECDF sera 1 pied —3 5
C D
[Fig. 2]
1 1 1 1 1 1 ;
1 2 4 8 16 32 °°¢

Habeo numerum (2) aequalem infinitae seriei @ sed nescio an detur aut dari

possit numerus aequalis seriei infinitae 8. Interim scio aream circuli aequalem esse huic

seriei infinitae. 10

2  Darunter: + —
7 Darunter: 2

3 ABCD L dndert Hrsg. 4 AEBF L dndert Hrsg. 8 (2) erg. L 8f. aut dari possit
erg. L
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12. SERIES AD CIRCULUM. EXTRACTIO RADICIS QUADRATICAE
[April (7) 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 III A 30 BL.7. 1 Zettel von max. 11 x 16,6 cm. Am
rechten Rand unregelméaflige Risskante. 1 S. auf Bl.7v° Die Notizen sind vermutlich
5 wahrend eines Gespréachs entstanden. — Auf der Vorderseite VII, 1 N. 99.
Cc 2, Nr. 1541 A

Datierungsgriinde: Das vorliegende Stiick diirfte etwa zur selben Zeit entstanden sein wie das von
den Herausgebern auf April 1676 datierte VII, 1 N.99 auf der Vorderseite des Blattes.

/\ 1_1+1_1+1_1
K/ 1 3 5 7 9 11
10 Fig. 1]
1 /2
\/g 20 000
2 10,000 n 1002
[Fig. 2]
20000
15

12 Neben \/% 025

4
14-16 Daneben und darunter: 3 4 3

4
12 Nebenrechnung 2 n 3 gestr. L
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13. AUS UND ZU MENGOLIS CIRCOLO

[Ende April 1676]

Die beiden folgenden Stiicke sind zusammen mit der auf Ende April 1676 datierten Arith-
metica infinitorum et interpolationum figuris applicata et summa harmonicorum sub finem ad-
jecta (VII,;3 N.572) anlésslich Leibniz’ Lektiire von Pietro Mengolis Circolo, Bologna 1672,
entstanden. N. 131 exzerpiert die Konstruktion der Dreieckstabellen von S. 13 bzw. 19 (§§22-30
bzw. 37f., S.9-13 bzw. 17), die Quinta tauola triangulare von S.7 (§§16 und 40, S.6-8, 17, 20)
sowie den Ansatz zur naherungsweisen Kreisquadratur aus den Dreieckstabellen nach §§62-66
(S.26). In dem auf Papier gleicher Sorte notierten VII, 3 N. 572 befasst sich Leibniz eingehender
mit der mit den Dreieckstabellen zusammenhéngenden Quadraturmethode. N. 132 schliellich
ist von Leibniz als zweiter Teil der Exzerpte aus Mengolis Clircolo tituliert. Er umfasst in teils
wortlicher, teils stark paraphrasierender lateinischer Ubersetzung die aus den Dreieckstabellen
abgeleitete Approximation fir die Kreisquadratur (§§62-160, S.26—60), punktuell von Leibniz
um eigene Kommentare ergénzt. Eine explizit als erster Teil der Exzerpte iiberschriebene Auf-
zeichnung (Cc 2, Nr. 1338 A) wurde bislang nicht gefunden. Diese diirfte jedoch inhaltlich zum
grofiten Teil mit dem in N. 137 und VII, 3 N. 575 Enthaltenen zusammenfallen.

13;. CONSTRUCTIO TABULARUM

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 BL.67, 79. 1 Bog. 2°. 2 S. auf BL 67 v° u. 791° quer
beschrieben.
Cc 2, Nr. 1384

Constructio Tabulae ®

21 Am oberen Rand: Haec refer ad excerpta ex Mengolo de

Circulo.

21-117,26 Constructio ... Tabulae ©®: vgl. P. MENGOLI, Circolo, 1672, §§22-29, S.9-13.

10

15

20
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N. 134

(D) (F) (H) (L) (N) (@)

64

9 Eb L dndert Hrsg. zweimal

(5)

1 ©:vgl a.a. 0., §30, S.13.
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D 1
2 2
3 3
1 1 1
2 2b 2
2 2
5 15 15 5
1 1 1 1 1
3 4b 6 4b 3
2 16 4 16 2
7 105 35 35 105 7
1 15 1 15 1
4 96b 12 32b 12 96b 4
2 32 4 16 16 4 32 2
9 315 63 315 315 63 315 9
1 21 1 3 1 3 21 1
— 5 1926 20 64b 30 64b 20 192[b] 5
I 1 10
Va VT
a Var r
av/a a\/r rya /T
a? av/ar ar ry/ar 2
2 2 2 2
a“y/a a“\/r ar/a ary/r r y/a re/r 15
a® a’yar a’r ary/ar r?a r?\ar r3
— d*/a ad\/r a’ry/a a’ry/r ar?y/a r2ay/r r3\/a r3\/r
—at a3\/ar adr a’ry/ar a?r? rla/ar ria r3y/ar rd
1 . , 15 3 . , ‘ 21
5 Z_lb L dndert Hrsg. zweimal 7 %b, 3—2b L dndert Hrsg. zwei- bzw. einmal 9 b,

192

ab L dndert Hrsg. ein- bzw. zweimal 16 a2y/ar |a%y/r ary/a aryr 12y/a 12\/r dndert Hrsg.| L

1 D:vgl a. a O. S.19. 10 ?: vgl. a. a. O., Quinta Tauola Triangulare, S.7.
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Super lineis AB sunt alternis seu per saltus Unitates, 1. 1. 1.
*
EF Arithmeticos 1. 2. 3.
*
KL Triangulares 1. 3. 6.
*
PQ Pyramidales 1. 4. etc.
etc. etc.

Loca inter saltus ita supplentur: super linea AB. Unitates, super linea F'F, inter 1.

6 357
2. 3. 4. arithmeticos, seu inter — = = = locabuntur intermedii, = = —. Ergo super linea
2222 222

K L. intermedii tantum erunt collocandi inter Triangulares. Quod ita fiet. Triangulares

fiunt ex Arithmeticis duobus in se ductis dimidiatis, ut ex 1. 2. 3. 4. fiunt Triangulares

1,2 2,3 3,4
1. 3. 6. hoc modo: ’T ’T ’T sive 1. 3. 6. Ergo ex arithmeticis suppletis, ducamus

2
Triangulares suppletos, nempe ex prioribus Arithmeticis — — = —, fecimus Triangulares

22272
2.4 4.6 6.8

2 22 232 2
L2 1,2 1

Y

seu 1 3 6. Ita ex Arithmeticis suppletis

primos nempe

[\CR V]
DO | Ot
N |~
N ©

,2
35 5.7 7.9
5 95 95 95 95 5 15 35 63
21722 21’22 21’22, seu — = = etc. Ut apparent

faciemus Triangulares suppletos

in linea K L.
Eodem modo super PQ habentur Pyramidales completi, ut enim generalis Triangu-

Y,y +d
1.2

Y

larium generatio positis Arithmeticis y et eorum differentia d. est , ita generalis

v,y +d,y+2d

. ita fiet:
2.3 Unde ita fiet

pyramidalium generatio est:

2-7 % | ED Triangulares 1. 3. 6. * KL dndert Hrsg. | Pyramidales L 13 sive 1. 3. 6. (1) Qvoniam

2345
(2) ergo ex Arithmeticis repletis, ducemus et (a) com (b) Triangulares complexos, nempe ex 53353
2.3 3.4 4.5 5.6
6 78 9 9 9 9 9 9 9 o 6 12
— — —, fiet: 2 22 22 22 2,etc seu — — (3) Ergo L
222 2 2 2 8 15
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3 b5 .7 5 7.9 )
- 1,3,3 : 2 17373 2 Pyramidales suppleti,
seu seu supplementa
105 315
48 I8 linea PQ. etc.
48 13 super linea PQ). etc
J

Supplevimus ergo quae sunt super lineis AB. EF. KL. PQ. Supersunt ea omnia
quae sunt super lineis CD. GH. M N. RS. quae sunt series inter unitates, Arithmeticos,
triangulares, pyramidales mediae. Sed harum serierum dimidia pars, seu numeri alterni
etiam jam tum habentur; quoniam v.g. series super C'D vel GH etc. a seriebus nota-
rum reciprocis, super (A)(B). super (E)(F). super (K)(L), (quae ex asse inventis AB,
EF, KL etc. respondent) per saltus intersecantur. Rursus ergo termini harum serierum
intermediarum, alterni tantum quaerendi sunt. Primus primae seriei intersertae ignotus

vocetur b. Et series inserta ita stabit:

1(b

105 ’
_— B S .
48

Ubi patet terminum primum ad tertium esse ut 2 ad 3[, tertium ad 5*"™ ut 4 ad 5,

3 ‘15
— | % | = *
2 8

quintum ad 7™ ut 6 ad 7. Ergo conveniens esse secundum ad quartum ut 3 ad 4.
quartum ad sextum ut 5 ad 6. et completa series super C'D ita stabit:
3 4b 15 24b 105 192

1 e Zp =22 =22
b23815 48105b

Completa jam serie super C'D. completa etiam est ejus reciproca super (C)(D)
adeoque omnium serierum intersectarum super C'D, super GH, super M N, super RS,

4b
habentur termini ignoti primi. Ut primus ignotus super GH est 35 Inventis ergo harum

serierum terminis notis, quidem per saltum, ignotorum vero primo, invenienda tantum
est in qualibet serie notorum relatio, quae dabit et relationem ignotorum. Est autem in
serie GH haec relatio: primus ad tertium, ut 2 ad 5. et tertius ad quintum, ut 4 ad 7. et
quintus ad septimum ut 6 ad 9. Ergo debet esse secundus ad quartum ut 3 ad 6. (seu ut
1 ad 2), quartus ad sextum, ut 5 ad 8, et ita porro. In serie super M N. est primus ad
tertium ut 2 ad 7. secundus ad quartum, ut 3 ad 8 et ita porro. Habemus ergo generalem
constructionem Tabulae ©.

10

15

20

25
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Constructio Tabulae ® brevis:

Regula I™a,

In serie transversa descendente prima est Terminus primus ad tertium ut 2 ad 2,
SECUNAA .+ vttt 2 3

tertia ... 2 4

quarta ... 2 5)

secundus ad quartum ut 3 ad 3] tertius ad quintum 4 ad 4[,) quartus ad sextum 5 ad 5.
3ad4 4adb 5ad6

3 5 4 6 5 7

3 6 4 7 5 8

Regula II92, Series transversa descendens a dextro ad sinistrum, aequatur seriei
transversae descendenti a sinistro ad dextrum. Hinc series descendentes a dextro ad
sinistrum, prima et secunda, dant terminos primum et secundum, serierum ipsis paral-
lelarum omnium; et per consequens per regulam praecedentem, omnes etiam earum ter-
minos. Ergo ex datis seriebus transversis descendentibus prima et secunda, habentur
aliae omnes. Dantur autem ipsae series prima et secunda, ex dato primo et secundo ea-
rum termino. Ergo ope duarum harum regularum, ex datis quatuor terminis, 1. 1. primo
et secundo seriei transversae descendentis primae, et 1. b. seriei transversae descendentis

secundae tota dabitur Tabula.
Constructio Tabulae ). ex Tabula ©.
Series Tabulae ® horizontales multiplicentur, prima seu vertex 1. per 1. seu 3

3 4 3
secunda seu 1. 1. per 5 tertia seu 1. b. 1. per 3 seu 2. quarta 1. 3" 5 1. per 5 et

ita porro. Termini singuli producti invertantur, unitato numeratore in nominatorem et
contra, fiet Tabula ).

20—24 Constructio ... Tabula D: vgl. a. a. O., §37f., S. 17.
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A E
a

G
ra

B

r

C H
[Fig. 1]

Tabula . ex figura adjecta explicatur. AF' n a. abscissa, F'C' n r residual,] AC' tota.
FG ordinata erit aliquis terminus tabulae, . ut si AGD sit quadrans circuli FG erit
Vary,) si parabola sit cujus axis AB, erit F'G, \/a. vel \/r.

Termini autem seriei ). explicant aream figurae AGDCLA, posito AC, quadrato
totius AC, 1.

Caeterum superest inveniendus numerus b. qui inventus daret quadraturam Circuli.

1
Nam posito Quadrato Diametri, 1. [semi]circulus erit % Numerus autem b, invenietur

appropinquando, infinitis modis, ope Tabulae ®. Idque adeo verum est, ut una sola
series transversa descendens, ad quantitatem circulo quantumlibet propinquam, majorem

minoremve inveniendam sufficiat. Quod ut appareat excerpamus unam:

3 14 115 124 1105, 192
it | b. | t gb‘ —t 1—51)‘ ot | 1ot ote:
in qua terminus primus ad tertium ut 2 ad 3. secundus ad quartum ut 3 ad 4. Per
tertius quintum 4 5 quartus gtum 5 6
quintus septimum 6 7 sextus octavum 7 8

t. autem intelligo, id quod respondet unitati assumtae, quae postea, per quadratum totius

3
AC'. explicabitur. Porro haec series continue crescit, est enim b major quam 1¢. et §t

1
8 §b L dndert Hrsg.

3,3,5,5,7,7,9,9

5 AGDCLA: Richtig wiare AGDCBA. 7-120,7 Caeterum ... :
2,4,4,6,6,8,8,10

vgl. a. a. O.,

§§ 62-66, S. 26.

10

15
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4 3
major quam b. et §b major quam §t. et ita porro. Adeoque terminus quilibet affectus

litera b. situs erit inter duos terminos, affectos litera ¢, unum antecedentem minorem,

3 4
alterum sequentem majorem. Ut b major quam 1¢, minor quam §t. §b major quam:

3 . 15 . . . .
§t’ minor quam gt et ita porro. Quod servit ad ipsius b. quantitatem semper verae

propiorem inveniendam. Eam in rem itaque b major quam
3,3 15’1575 105,105
2,4 8,24 48,192
3,3 3,3,5,5 3,3,5,5,7,7  3,3,5,5,7,7,9,9

1w 22 .
sew M o 94,46 2.4.6.468 2.44.6.6.8810

1¢. etc.

135. PARS 2 EXCERPTORUM EX CIRCULO MENGOLI, ET AD EUM AN-
NOTATORUM

ﬂ'berlieferung: L Auszug (vorwiegend in lateinischer Ubersetzung) aus und Bemerkungen
zu P. MENGOLI, Clircolo, Bologna 1672: LH 35 II 1 Bl. 74-75. 1 Bl. 2° u. ca % Bl 2°.
3 S. auf BL 74r°-751°. Textverlust im Umfang von beidseitig jeweils ca 3 halben Zeilen
durch Papierschaden und Tintenfrafl am unteren Rand von Bl. 74. — BI. 74 u. 75 bildeten
urspriinglich einen Teil eines Bog. 2°.
Cc 2, Nr. 1383B

Pars 2 Excerptorum ex Circulo Mengoli, et ad eum annotatorum

Hactenus ex Mengolo Methodum ejus generalem qua ad quadrandas quasdam fi-
guras utitur, excerpsi, nunc videamus quam inde appropinquationem pro Circulo ducat.
Inspiciatur Tabula quam notavi signo ®. appendicibus (ab)scissis. Patet in latere ul-
timo et secundultimo seu penultimo antecedentes esse minores subsequentibus alternis,

16 pars ...annotatorum erg. L

19 Tabula ... ®:s. S. 114 Z.1. 19-122,3 Patet ... circumscriptum: vgl. a. a. O., §§63-76,
S.26—29.
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5)
nempe 1 n 3 et 3 n —. etc. cumque praeterea manifestum sit primum esse minorem

8

o 3 ) . .
secundo, seu 1 n b. erit etiam b n 5 et ita semper sequentes majores antecedentibus.

4
Erit ergo 3 n 3 vel 3 n b. et sumendo terminos quantum per tabulae continuationem

Lot fop, 105192 11025
1cel Mmagnos et: — adeoque
8nos; 8 105 41 9916

termini secundi saltem vel secundultimi lateris continuari sint, tanto magis ad circuli

n b. Unde patet quanto longius tabulae

quadrationem accedi. Eodem modo numeri semper exhiberi possunt majores quam b,
conferendo antecedentes puros, cum sequentibus cognita affectis. Unde patet numeros
majores quam b esse § 3’A3’A5. 3’ﬁ3’ﬁ5’h5’ﬁ7. et 3“3"5"5"7“7"9‘
2 2,44 2,4,4,6,6 2747476767878
. 373 3737575 37375757777 3737575777 77979

MeTos MInores esse o~ . o=~ <o 5~ A AcApng et 5 1 1668310
Invertantur fractiones. Unde patet primum (secundum) spatium Circulo justo minus esse

etc. Et nu-

etc.

ad secundum (tertium) ut ablata unitate quadrati primi (secundi) paris post binarium,
residuum est ad hoc ipsum quadratum, scil. 15 ad 16 (35 ad 36). Et spatia Circulo majora
sunt primum (secundum) ad secundum (tertium), ut quadratum secundi (tertii) imparis
post unitatem ad ipsum quadratum unitate minutum.

Praeterea primum (secundum) spatium majus est ad secundum (tertium) minus ut 5
ad 4 (ut 7 ad 6). Porro hae quantitates invertendae sunt, ex numeratoribus fiat nominator,
et contra; quia et Tabula ® invertenda est, ut inde fiat Tabula ). quae est numerorum
quadratricium. Et regula haec erit: b est ad 1, seu quad. ad circulum inscriptum, est
minus quam productum numeri imparis per omnia quadrata numerorum praecedentium
imparium, ad productum primi paris seu binarii in omnia quadrata aliorum numerorum
praecedentium parium, et b est ad 1. seu quadratum ad inscriptum circulum est ma-
jus quam productum quadratorum omnium imparium usque ad quendam parem; est
ad productum hujus ultimi paris; et binarii, (:seu omnium parium primi:) et omnium
quadratorum a paribus praecedentibus. Porro quoniam primum spatium justo minus est
ad secundum ut 15 at 16, et 2dum ad tertium, ut 35 ad 36, ideo praefigatur aliud ante-

2 1
primum, quod sit ad primum 3 ut 3 ad 4. Id ergo est 3 et est quadratum inscriptum. Et

8 minores L andert Hrsg. 21 et a vel 1. L andert Hrsg.

17 Tabula »: S.115 Z. 1.
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quia spatiorum majorum primum est ad secundum ut 25 ad 24; et secundum ad 3tum,

ut 49 ad 48. ideo erit conveniens facere ante-primum, quod sit ad primum

est 9 ad 8. Id vero erit 1. seu quadratum circumscriptum.

differentiae:

2”375777 _274;4 2
n

error minor quam

3,3,5 3,3,5

2,4,4
3,3,5,5,7

2,4,4,6,6
3,3,5,5,7,7,9

sive

1
3 differentiae 1
oppositorum
2 2 274
3 3,3 373
27474 2,4,4 2747476
37375 3,3,5,5 3737575
274747676 2,4,4,6,6 27474767678
373757577 3,3,5,5,7,7 3737575777
2747476767878 2747476767878"10
3737575777779 373757577777979
etc. etc.
Spatia minora Spatia majora
circulo

posito diametrum esse 1.

274 8
3739 "

differentiae

2,4,4,6
3,3,5,5,7,7

2,4,4,6,6,8
3,3,5,5,7,7,9,9

18 sive: Beim Berechnen der Produkte fiir die folgende Tabelle sind Leibniz mehrere Fehler unter-
laufen (vgl. Neben- und Kontrollrechnungen). So miisste bei den beiden letzten Differenzen der kleineren

2
Flachen (zweite Spalte) e bzw.

192

Spalte) miussten —— bzw

225

1575
216

" 11025

und deren Differenz (vierte Spalte)

11025

konsequent weiter; die allgemeine Uberlegung wird dadurch nicht beeintrichtigt.

stehen. Die letzten beiden Werte fir die grofleren Flachen (dritte

lauten. Leibniz rechnet
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1
- 1
2
1
6 9
2 8
3 9
1 8
(&) 5
32 (144)
45 225
1 144
1575 11225
1152 6912
1575 11225

5-7 Neben- und Kontrollrechnungen:

36 75 15 25
_ 32 21 _15 _9
72 75 75 295
108 150 15
1152 1575 9295
48 9295 192
144 _ 49 144
192 92925 336
192 900
48 11225
6912
32 6912
21 1152 144
32 652 7056
62 500 500 | (20) 6912
652 1575 | 63 144
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1 1 1
Ego vero hinc duco consequentiam: seriem omnium —=. —. —. . etc. aequari
2 6 45 1575
. - . . 8 144 . D
circulo, si diameter sit unitas. Et —. —. . etc. + circulo aequari unitati seu
9 225 11225
drato ci ipto. E L 144 t t irculari
uadrato circumscripto. Ergo —. —. ———. etc. aequatur concavo circulari.
q RO I8 g 995" 11225 au v :
E tri iei + ! + ! + t
rgo utriusque seriei — — — etc.
s a 2|76 15 T 17
5 summa aequatur unitati.
t + ! + s + 14 t
¢ o 225 11225 O
1 5 13
— — — etc. n1l
2 18 225

Quoniam vero in istis seriebus, spatiorum minorum terminus ante-primus — est ad
: 2 : : :
primum 3 ut 3 ad 4; terminus primus ad secundum, ut 15 ad 16; secundus ad tertium

1
10 ut 35 ad 36, etc. ideo ultimus, nempe ipse circulus erit ad primum, 3 seu ad quadratum

inscriptum in composita ratione ex rationibus infinitis: 3 ad 4, 15 ad 16, 35 ad 36 etc.

1 ~ 47 - 167 ~ 36 . L . . .
seu 3 per g[ E} 35 etc. dabit circulum. Seu circulus ad quad. inscriptum ut
4 .16 . 36 circ. 1 1 1 1 1
-7 =" —etc.ad 1 —nl+=," 1+ =" 14+ =" 14+ =, 1+ —
3 0T 35 ML Eicae T3 T T3 e g
circ. 1 1

1
[etc.] Atqui demonstratum est a me alibi esse idem: n -+ - + — etc. Ergo

[] inscr. 3 35 99
1+1ﬁ1—|—1”1+1ﬁ1—|—1"1+1t|'|1+1+1tUd thod
15 - —, —, —, — etc. 1 = + — + — etc. Unde methodus
3’ 15 35 63 99 3 35 99

quoque elucet, qua procedendum sit ad terminationem ejus seriei inveniendam. Fiat

8 spatiorum (1) majorum | pariter ac minorum nicht gestr.| (2) minorum L

14 alibi: s. VII,3 N.27 S.318 Z.2 — S. 319 Z.5. Auf der rechten Seite der folgenden Gleichung fehlt
ein globaler Faktor 4; Leibniz benutzt den Ausdruck konsequent weiter bis S. 125 Z. 8.
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1 1 A
enim series terminorum qui omnes terminatione minores, nempe 1 + 3" 1+ 3 1+ 5
1 A 1 A 1 . . . . .
1+, 1+ 1+ —. Horum terminorum hujus seriei exponantur differentiae, et

3 15’ 35

-~

summa differentiarum serierum, erit seriei terminatio. Igitur serierum ejusmodi termina-
tiones inveniendae sunt per serierum sumimas, serierum autem summae per Methodum
regressus de qua alibi.

Eodem modo ratio quadrati circumscripti ad Circulum componitur ex rationibus 9

8 24 48 1 1
d 8 et 25 ad 24 et 49 ad 48 ctc. rculus erit 01" = © 2=~ 22 P“}1 .
ad 8 et 25 a et 49 ad 48 etc. seu Circulus erit n 5 o5 49|'| 5 +3
1+1"1+1"1+1"1+1"tn1+1+1t
— — — — Tete.m = + — + — etc.
15’ 35’ 63’ 99 3 35 99

Redeamus ad Mengolum, is inquit a se demonstratum quinto FElementorum Geome-
triae speciosae, quod ex sumtis quatuor terminis serie harmonica naturali ab unitate;

harmonice dispositis, logarithmus altissimae rationis ad logarithmum maxime depressae

11 1 1
habet minorem rationem quam minor ad minorem, e. g. quatuor terminis 31 15 16
1
sumtis; logarithmus rationis 3 ad 1 ad logarithmum rationis T ad T6 minor est ratione

1 1 1 1
3 ad 5 seu ratione quintupla, et major ratione 1 ad 6 seu quadrupla. Unde inquit,

manifestum est quatuor numeris arithmetice dispositis, ordine quantitatum minoris ad
majorem logarithmum rationis primae ad secundam ad logarithmum rationis 3%2¢ ad
quartam, esse minorem tertio ad primum, et majorem quarto ad secundum, hoc est in
his ipsis numeris, 3. 4. 15. 16. logarithmus 3 ad 4 ad logarithmum 15 ad 16 est minor
quintuplo seu minor quam 15 ad 3, et major quadruplo seu 16. ad 4. Eodem modo sumtis

15 35
numeris, 15. 16. 35. 36, Ratio logarithmi de 16 (ad) logarithmum de 36 est minor T

1 1 1 1 1
1f 1+ 3 1+ 3_5L i + 3’ 14 35 1+ o3 L dandert Hrsg. 3 summa differentiae serierum

g

-

L dndert Hrsg.

5 alibi: vgl. N. 36, Teil 4 S.416 Z.8-24. 9-128,8 Redeamus ... ad 121: vgl. a. a. O., §§78-93,
S.29-34. 9 demonstratum: s. P. MENGOLI, Geometriae speciosae elementa, 1659, prop. 99, S.325.
14 inquit: s. P. MENGOLI, Circolo, 1672, §78, S. 30.
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log 35
36 9 36 _ 63
seu 3 et major 6 seu 1 Et sumtis numeris: 35. 36. 63. 64. l—gg n 35 seu = et
0g. —
64
64 16 3 3)5 35 36 9
M 36 seu <§> Ita log. 1 log. :<))<—é> n 3 et n T M 1 etc. Itaque qualibus unitatibus
3 1 15 1 63
logarithmus de 2 est 3 talib(us) unitatibus [log. E} est major (quam) 15 et log. <6_4)

99 1 143 1
maj. quam et log. —— [maj. quam — et log. —] maj. (q)uam —. Et (ita)

1
63° (100) 99 144 143"

de manu in manum tradendo, logari(thm)i rationum (quadrati) inscrip(ti) (— — — —)

t ma torminis hu ..<1>1 1<1>1< > :

erunt majores terminis hujus seriei: ( = ) — — (=) — (—— — — — — omnium
) ! 3/ (15) 35 \63/ 99

sequentium, ut excessus arithmeticae dispo(siti)onis ad numerum p(ariter) ord(inatum

1 1 1 1 1
—————— ) 3 est ad 175 % 63 etc. ut 2 ad 1. et i (ad omnes sequ)entes ut 2

Ideoque ponendo logarithmum rationis [J* inscripti ad primum spatium circulo mi-

3

nus nempe rationis 7 ©5se 3 erunt quilibet alii logarithmi rationum quadrati inscripti ad

1 1 1
sequentia spatia, usque ad circulum majora quam massa omnium terminorum — — —,
15 35 63
etc. seu quam 5 Consequentiam hanc concipio. Quia quilibet alii logarithmi rationum
majores quam illa massa quia minimus ex ipsis seu quadrati inscripti ad primum spatium

Circulo minus, est 3 ergo sequentes majores quam 3 ergo et majores quam 6 Ergo primi

1 1 1
spatii ad Circulum rationis logarithmus major quam 5 Est autem 6 dimidium ab 3 id

f
g, 0PI
g+1

143
4 (q)vam i1 L dndert Hrsg. 16 ratio major L dndert Hrsg.
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est dimidium logarithmi rationis 3 ad 4 seu quadrati inscripti ad primum spatium minus.

3
Ergo logarithmus rationis primi spatii ad circulum major dimidio logarithmo 1 Ideo

logarithmus quadrati inscripti ad circulum est plus quam sesquialter logarithmi 3 ad 4.

15 1
Fodem modo, qualium unitatum Logarithmus de 6 est 5 talibus unitatibus lo-

thind rati d d63d99d143t't"1111t
garithmi rationum de = de == de = de 777 sunt majores terminis o= —= o Tz e

summa omnium horum Logarithmorum major est massa omnium terminorum seu

1
0" Et stante supposito quod ' sit logarithmus rationis 6 primi minorum spatiorum

1
ad secundum; erit logarithmus rationis secundi spatii ad Circulum major quam 10 et
1 1

logarithmus rationis primi spatii ad Circulum major quam ' + T seu 5 Ergo major

1
quam 5 Et ratio primi spatii ad circulum ad rationem 15 ad 16 est logarithmice altior

1 1
quam 5 ad ' hoc est quam 5 ad 2, hoc est dupla sesquialterata. Ratio igitur primi

spatii ad circulum est minor quam dupla sesquialterata 15 ad 16, et addita ratione qua-

drati inscripti ad primum spatium, erit ratio quadrati inscripti ad circulum minor quam

. 3 . 15
composita ex 1 et dupla sesquialterata de 6"

1
Eodem modo ponendo 35 logarithmum 35 ad 36, patebit quadratum inscriptum ad

. . . . 45 . . 35
Circulum habere minorem rationem, quam composita ex o1 et tripla sesquialterata —.

36

Eodem modo in infinitum demonstrabitur v.g. rationem quadrati inscripti ad circulum
esse minorem composita ex 3 ad 4, 15 ad 16, 35 ad 36, 63 ad 64, 99 ad 100 et sextupla
sesquialterata 143 ad 144. Et ita porro, semper ultimam ex rationibus istis alterando.
Jam per eadem quae supra manifestum est quod quatuor numerorum 8. 9. 24. 25.
logarithmus 8 ad 9. ad logarithmum 24 ad 25 est minor quam 24 ad 8 hoc est quam 3 ad
1. et ita de caeteris. Itaque si logarithmus 8 ad 9 sit 1. erit logarithmus 24 ad 25 major

1 1 1
quam 3’ et 48 ad 49 major quam 5 et 80 ad 81 major quam 10 etc. Jam summa horum

1 seu | primi streicht Hrsg.| qvadrati L 2 Ergo ratio primi L andert Hrsg.
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numerorum habetur, nam quaelibet fractio Triangularis ad omnes sequentes est ut 1 ad

1
latus trianguli seu unitas ad omnes sequentes ut 1 ad 1. et 3 ad omnes sequentes ut 1

1
ad 2. et 6 ad omnes sequentes ut 1 ad 3. etc. Unde si logarithmus primi spatii majoris

Circulo ad circumscriptum quadratum seu 8 ad 9. est 1, logarithmus rationis circuli ad

primum spatium est major quam 1, et logarithmus circuli ad circumscriptum quadratum
8
est major quam 2. Et circuli ad circumscriptum quadratum (ratio) minor duplicata 9

Eodem modo demonstrabitur, quod ratio circuli ad circumscriptum quadratum est
minor composita 8 ad 9, 24 ad 25, 48 ad 49, 80 ad 81, et sextuplicata 120 ad 121. Idem
continuari potest in infinitum, ponendo omnes rationes et alterando ultimam tantum.

Cogitentur jam alia spatia accedentia majora et minora. Et primum minora erunt,

ad quorum primum [] inscr. habet rationem sesquialteratam primae Z[’] [ad] secundum
: : . 15 . . :
compositam ex prima et sesquialterata secundae 16 [ad] tertium compositam ex pri{ma,

35
se)cunda et sesquialterata tertiae 6 etc. Haec spatia vocat Hypocyclos. Eodem
modo pro majoribus a(ppro)pinquationibus ad quorum primum quad. circumscriptum

habet rationem duplicatam primae rationis, 9 ad secundum compositam ex prima et

24
triplicata secundae % et ita in infinitum quae spatia vocat Hy percyclos. Hypocycli

continuo crescunt, Hypercycli continuo decrescunt. Hae jam duae series convergentes
Hypercyclorum et Hypocyclorum citius accedunt, quam spatiorum majorum ad minorum

supra in tabula exhibitorum. (+ NB. Hinc nova duci potest series numerorum ratio-

19-129,5 NB.

1
3 et I ad L andert Hrsg. 5 minor L andert Hrsg.  5f. ad primum spatium est L andert Hrsg.

11 ex qvibus primum ad [] inscr. L dndert Hrsg.

10-130,14 Cogitentur ... prolixus: vgl. a. a. O., §§96-116, S. 35-43. 13 vocat: a. a. O., §96,
8 9 25
S. 36. 15 5: Es miisste 3 und in Z.16 71 heiflen; vgl. a. a. O., §97, S.36 und §101, S. 37.

16 vocat: a. a. O.
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nalium, circulo aequalium sumtis scilicet Hypocyclorum differentiis. Et junctis inter se
differentiis respondentibus ex duabus seriebus Hypercyclorum et Hypocyclorum, omnium
absolute habetur summa: etiam jungi possunt hae differentiae Hypocyclorum et hyper-
cyclorum respondentibus differentiis spatiorum majorum et minorum, et fient series tum
circulo aequales tum absolute quadrabiles. +)

Interim fatendum est, inquit spatiorum multorum faciliores esse calculationes quam
multorum Hypercyclorum et Hypocyclorum, et inprimis in Hypocyclis haec est incom-
moditas, quod accessione rationum dimidiatarum numeri fiunt surdi. Sed si rationes
superparticularizandae in Hypocyclis et multiplicandae in Hypercyclis dilatentur a ter-
minis suis in medio positis ad alios arithmetice ordinatos extremos; ita ut differentia
horum ad differentiam illorum, sit ut logarithmice ratio superparticularizata aut multipli-
cata ad simplicem, poterunt rationes horum extremorum adoperarsi come per comporre
gl’Hypocycli e gl’Hypercycli a comporre altri spatic quasi-Hypocycli e quasi-Hypercycli,
ch’io chiamo parHypocicli e parHypercicli di calcoli non sordi, meno numerosi e piu fa-
cili e disposti in due serie piu d’appresso al circulo convergenti a cui s’accostano ma non
arrivano mai. Exempli causa: ratio 3 ad 4 inscripti quadrati ad primum minus spatium

sesquialterata est 1 ad 1.5396 inscripti quadrati ad primum Hypocyclum. Dilatetur ad

terminos — et —, qui ita stabunt arithmetice ordinati (:id est ordine numerorum:)

4 4

11 1
—. 3. 4. Z7 Ita ut differentia extremorum g g sit ad differentiam mediorum 1. ses-

4
: . : 17 : e
quialtera, erit ratio T ad T seu 11 ad 17 eadem cum ratione quadrati inscripti ad

primum Parhypocyclum hoc est 1. ad 1.5454545 et dilatando 15 ad 16 ad secundum
parhypocyclum, 1 ad 1.5672514. Eodem modo fiet ratio quadrati circumscripti ad pri-
mum parhypercyclum 2 ad 1,5789474. et ad secundum parHypercyclum 2 ad 1,5726496.
etc. et erit primus parhypocyclus ad primum parhypercyclum ut 17 =~ 19 ad 11 ~ 2 ™ 15;
et secundus Parhypocyclus ad secundum parhypercyclum ut productum ex 67 = 3 = 26
ad 57 7 4~ 23.

Sed ut ad praxin veniamus: Generaliter problem at a haec solvenda: dato nu-
mero ordinis parhypocycli invenire ejus rationem ad spatium justo minus proxime mino-

rem in ordine locum tenens. Duplicetur numerus ordinis, dat p arem, addatur unitas

6 inquit: a. a. O., §104, S. 39. 12-16 adoperarsi ... mai: a. a. O., §105, S. 39.
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dat disparem. Quadratum hujus disparis dimidia unitate multatum, quadruplicatum ad-
juncto postea et subtracto dispare, dat duos terminos rationis quae quaeritur.

Problema secundum dato numero ordinis, invenire rationem spatii aequali-
ter ordinati minoris ad majus. Duplicetur numerus ordinis adjungatur unitas et binarius

habentur duo termini rationis quae quaeritur.

Probl. 3. dato numero ordinis parhypercycli invenire ejus rationem ad spatium
justo majus proxime minore loco ordinatum. Duplicato numero ordinis et addita unitate
(fit —) impar, addito binario par; quadratum impar multatum dimidia unitate quadru-
plicatum adjuncto (postea et subtracto pare,) dat (duos) terminos rationis quaesitae. In
ordine ad Theoriam (— — — —) usque parHypocyclum et parHypercyclum, sumendo
(————— — — ma)ximis etiam instrumentis, (— — — — — — — ) Decimus
parHypocycl{us et) parHypercyclus hoc modo dant sex primas notas veras. Magis au-
tem semper accedunt parHypocycli quam parHypercycli. Calculus iste est facilior quam
polygonorum nec magis prolixus.

Sed pergit ad tradendam regulam generalem dilatandi rationes superparticulares
numerorum quadratorum a terminis in medio positis ad alios extremos, dilatatione non
alia quam arithmetica in ordine ad facilitatem calculi cujus regulae generalis sunt duae
partes: prima quod quatuor terminorum rationis dilatatae defectus primi a quarto ad

defectum secundi a tertio sit praecise vel quasi ut logarithmice ipsa ratio superparticula-

4
rizata aut multiplicata ad suam simplicem. Hoc est in dilatatione rationis 3 erit praecise

9
vel quasi ut 3 ad 2 in dilatatione rationis 3 erit praecise vel quasi ut 4 ad 2: altera pars

est, ut in quatuor terminis rationis dilatatae defectus primi a secundo ad defectum tertii
a quarto sit praecise vel quasi aequalis.

Sed hinc fiunt 4 regulae, prima ubi utraque regula praecisa, et haec est quam ex-
plicuimus per parHypocyclos et parHypercyclos; secunda regula facit regulam generalem
praecisam in prima parte non in secunda. Tertia regula contrarium facit. Innumerabiles
fingi possunt hoc modo species, sed ut inde usum ducamus ideo in secunda regula opus ut
defectus primi termini a secundo sint majores semper defectibus tertii a quarto, alioqui
ratio non foret magis dilatata quam in prima regula. In tertia regula defectus primi a

4t semper debet esse major quam est logarithmice ratio superparticularizata aut mul-

15-131,3 Sed ... praecisa: vgl. a. a. O., §§117-135,S.43-50. 15 pergit: a. a. O., §117, S.43f.
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tiplicata suae simplicis, et quod semper accedant versus ad aequalitatem. Quod innume-
rabilibus iterum modis obtineri potest. Et quarta regula est ut neque in una neque in
altera parte regula generalis sit praecisa.

Jam ut ad praxin calculi veniat sumit rationem inscripti quadrati ad 99""™ spatium
minus. Ita invenit et spatium majus et parHypocyclos et parHypercyclos respondentes.
Inde eligit unum casum regulae secundae, ejusque ope jam nova invenit spatia quae vo-
cat Tetragonismos Hypercyclicos et Hypocyclicos; sed quia non nisi octo dant figuras,
emendat has regulas speciales: tandemque hanc eligit emendationem. Fiat ut circiter sup-
ponitur diam. ad Circumf. 7 ad 22. alicujus horum () quadratorum paris aut imparis,
centesimi ad aliud per hoc denominetur unitas. S’aggiunga tal parte alla stessa radice
accresciuta dell’unita, e sara questo l’antecedente emendato, che al binario haule]rad la
ragione del difetto del primo dal quarto, al diffetto del secondo dal terzo. Quo facto calcu-

lando invenit quadraturam in decem primis figuris eandem quam Ludolphus a Colonia.

4-13 Jam ... Colonia: vgl. a. a. O., §§136-160, S.50-60. 4 sumit: a. a. O., §136, S.50.
5 invenit: a. a. O., §143f., S.52-54. 6 eligit: a. a. O., §145, S.54. 6 invenit: a. a. O., §147,
S.54f. 8 Fiat: a. a. O., §159, S.59. 10-12 S’aggiunga ... terzo: a. a. O. 13 invenit: a. a. O.,
§160, S.59f. 13 Ludolphus a Colonia: LUuDOLPH van Ceulen, Vanden Clirckel, 1596; lat. Fassung De
circulo et adscriptis liber, 1619.
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14. DISSERTATIONIS DE ARITHMETICA CIRCULI QUADRATURA PRO-
POSITIONES SEPTEM
[Frithjahr 1676]

fJberlieferung: L Konzept: LH 35 IT 1 B1.85-86. 2 Bl. 2°, die urspriinglich einen Bogen
bildeten. 4 S. Text tlw. zweispaltig mit mehreren Einschiiben und Umstellungen. Figuren
tlw. mit mehreren Vorstufen. Geringe Textverluste durch Papierschaden.
Cc 2, Nr. 1233 B

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir April und Juni 1676 belegt. N. 14 ist vor
N. 15 entstanden, das zusétzlich zu den sieben nummerierten Propositionen von N. 14 Aussagen enthélt,
die etwa prop. 8 u. prop. 14 von N. 20 entsprechen.

Prop. 1.

Si per Trianguli tres angulos totidem transeant rectae parallelae indefinitae, Trian-
gulum erit dimidium Rectanguli sub intervallo duarum parallelarum, et sub portione
tertiae parallelae, inter angulum per quem transit, et latus ei oppositum, si opus est,
productum.

Sit Triangulum ABC. fig. 1. et 2., per cujus tres angulos transeant parallelae AD.
BE. CF. Duarum, BE,CF, intervallum CE. Tertia parallela AD cujus angulo A opposi-
tum Trianguli latus C'B, productum si opus est, occurrat ipsi AD in G. Ajo Triangulum
ABC, rectanguli sub AG et CE. dimidium esse. Ad ipsam CB productam quantum
satis est, ex angulo opposito A, perpendicularis agatur AH. Angulus BGD vel HGA
aequalis angulo C BE. Sunt ergo duo Triangula rectangula AHG, CEB, similia, eritque
CFE : AH :: CB : AG, sive rectangulum C'E in AG aequabitur Rectangulo AH in C'B.
At Rectangulum AH in CB. duplum est Trianguli ABC cum sit factum scilicet ex basi
ejus in altitudinem. Ergo et rectang. CE in AG Trianguli ABC duplum, sive Triangulum
ABC rectanguli sub AG et CE dimidium erit. Q. E. D.

13 sub (1) intervallo inter angulum (2) segmento tertiae (a) inter angulum per qvem transit, et
punctum gvo latus Trianguli (aa) huic (bb) angulo eius oppo (b) inde ab angulo per qvem transit, a
producta (3) intervallo anguli in (4) portione L
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C F
D
\ H
E G D
A
N
F C FE B
[Fig. 1] [Fig. 2]
Schol.

Cum infinitis modis in eodem Triangulo, et parallelae duci, et intervalla eligi possint
patet omnia Rectangula, hujusmodi ut AG in CE. et BL in C'D etiam fore aequalia inter
se cum uni eidemque Triangulo duplo aequentur.

5 Daneben: Sequentes propositiones 2. 3. 4. 5. 6. praeterire potest, qui summum
rigorem in demonstrandu prop. 7. non desiderat.

4 huiusmodi |ut AG in CE. et BL in CD gestr. u. wieder giltig gemacht| |et AM in BN gestr. |
| etiam erg. | fore L

6 Sequentes propositiones: Die fiir den Beweis der urspriinglich als prop. 2 bezeichneten prop. 7
verwendeten prop. 2—6 sind von Leibniz sukzessive in umgekehrter Reihenfolge erganzt worden.
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Prop. 2.

Summa differentiarum seriei quantitatum ordine perturbato dispositarum major est

summa differentiarum seriei quantitatum earundem ordine naturali dispositarum.

Sint termini quilibet ordine naturali dispositi: A A+ B A+B+C

Differentiae B C

summa differentiarum B+ C.

lidem termini ordine perturbato A+ B A A+B+C
differentiae B B+C

summa differentiarum erit 2B + C.

Idemque in serie longiore saepius perturbata, saepius fiet. Ergo generaliter summa diffe-

rentiarum in serie perturbata, major quam in naturali, quod erat propositum.

Prop. 3.

In serie quotcunque quantitatum, differentia extremarum non potest esse major

summa differentiarum intermediarum.

Sit A. B. C. D. E.nempe differentia inter A et B. sit f. inter B et C'sit g. etc.
f g h 1

Denique differentia inter A et E sit m. Ajo m non posse esse majorem quam f+g+h-+1.
Nam termini A. B. C. D. E. vel ordine recto collocantur, procedendo scilicet

semper a minoribus ad majores, sive a majoribus ad minores, et tunc constat m esse

1 Nebenbetrachtung auf der gegeniiberliegenden Seite: Si ordo qu{antitatum) (per-
tur)batus tunc vel (medii) sunt perturbati, extremi autem recte collocati sunt, uno scilicet

eorum existente maximo altero minimo, vel etiam extremi sunt per(turbati.) Si medii

[bricht ab]

4 (1) Sint termini perturbati A A+B+C C C+ A harum summa 2A + 2B+ C
Differentiae B+C A+B A
(2) Sint L

1 Prop. 2.: Die prop. 2-5 gelten, da der durch den Absolutbetrag der Differenz definierte Abstand
die Dreiecksungleichung (prop. 4) erfiillt, die Leibniz in der ersten Fassung korrekt beweist.
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f+g+h+1. (Nam si verbi gratia E. sit minima, D erit [+ E. et C erit h+[+ E. et B erit
g+h+Il+E. et Aerit f+g+h+I1+E.Ergo A—Ferit f+g+h+1.) Vel ordine
perturbato procedunt, utsiB quidem sit major quam A, sed C. minor quam
B. et tunc m minor erit quam f + g+ h+1[. quod sic ostendo. Transponantur in ordinem
naturalem, et summa differentiarum ut tunc stabunt aequabitur ipsi m, ut constat. Ea
autem minor est priore, ordinis perturbati, per prop. 2. Ergo m ipsa summa differentiarum
ordinis perturbati minor erit cuamque summae differentiarum terminorum naturaliter
dispositorum sit aequalis. Hinc nullo casu summa differentiarum major, quod

ostendere propositum erat.

[Erste Fassung von prop. 4 und 5, gestrichen)]

Prop. 4.

Differentia duarum quantitatum, non potest esse major summa differentiarum ter-

tiae a singulis.

9  Darunter mit Bezug auf prop. 2: Superest ut probemus hoc.

12f.  Nebenbetrachtung: Ut si A sit 10. C. 4. E 12. b, erit 6. et d erit 8. et f erit 2.
utique f sive 2. non erit major quam b + d sive 14. Item si A sit 10. C. sit 5. F sit 2.
b erit 5. d erit 3. et f erit 8. Jam b+ d etiam erit 8. Ergo nec sic quidem f major erit
quam b + d. Haec est nimirum vel A. C. E. ordine stant naturali, ut scilicet a majoribus

ad minora vel a minoribus ad [bricht ab]

A B C
6. 12. 4.
6 8

f g

1f. Nam ... f+g+h+1lerg. L 6 perturbati, (1) ut si sit utigve major est f+ g

seu 6 + 8 seu 14. gqvam si in ordinem naturalem colloces 1]?2) 6A S

A BC

124 (a) ut a 6 (b) si a 6 procedas (aa) ad 4 (bb) per 12 regrederis (8) per L 111

(2) qvia in ordine perturbato si verbi

gratia sit 6 ¢
6 8

(1) prop. 2 (2)| prop. 2 dndert Hrsg.| (a) Si inter (aa) duas Qvantitates (bb) duos Terminos | A

et C. gestr. | differentia minor aliqva qvantitate |b gestr.| et inter alios duos rursus minor alia qv (b) Si

qva sit differentia qvantitatis unius ab alia, et rursus huius a tertia differentia primae a tertia non potest

esse major summa duarum priorum differentiarum (¢) Si tres sunt qvantitates differentia duarum, inter

se (d) differentia duarum, |ex tribus gestr.| qvantitatum L

10
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Differentia inter A et C'sit b. et differentia inter C' et E sit d. Ajo differentiam inter A
et E quae sit f. non posse esse majorem quam b+ d. Nam C' vel minima trium maximave
vel media est.

Sit C. minima maximave sive extrema; tunc aliqua reliquarum scilicet vel A ipsi
propior media est. Ergo minor erit f differentia ex his duabus E (1)™° casu vel A (2)d°
scil. mediae ab altera A primo vel F secundo casu quippe quae tunc una extremis est
quam ipsarum extremarum C et A primo vel C et E secundo quae scilicet est modo
minor quam b. modo minor quam d. Ergo erit utroque casu minor quam b+ d. Ergo non
major.

Sin C' media sit magnitudine inter A et E constat f differentiam inter A et E
extremas fore b+ d exacte scil. summam differentiarum mediarum; non ergo major. Cum

ergo f vel minor sit quam b + d vel aequalis, nunquam major erit.
Corollarium
Si unius ex tribus quantitatibus differentia ab una reliquarum duarum sit minor b.
ab altera minor d differentia duarum reliquarum erit minor quam b + d.

[Zweite Fassung]

Prop. (4).

Differentia duarum quantitatum non potest esse major summa differentiarum tertiae
a singulis.

Nempe differentia inter A et C sit b. et inter C. et E sit d. et inter A et F sit f.

Non potest f esse major quam b + d. quia in serie A. C. FE. non potest f differentia
b

extremarum major esse b + d. summa differentiarum intermediarum per prop. 3.

Prop. 5.

Differentia duarum quantitatum minor est summa duarum aliarum quantitatum,

quarum una unius, altera alterius priorum differentiam a tertia excedit.

12f. erit (1) Coroll Si differentia unius gvantitatis ab alia sit minor aligvo et secundae a
tertia rursus aligvo differentia primae a tertia minor est summa duarum priorum differentiarum (2)
Corollarium L 17 (1) (C)oro(ll.) prop. 3 (2) prop. (4) L



N. 14 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 137

1
Id est si differentia A et C' sit minor b (ut Z) et C' et E differentia sit minor d

1 3
(ut =). differentia inter A et E erit minor quam b+d (ut Z) Nam summa differentiarum

tertiae C', a singulis A et E. est quantitas minor quam b plus quantitate minor quam d.
Est ergo minor quam b + d. Ergo et minor quam differentia ipsarum A et E per prop.
praeced.

Schol

Has propositiones etsi valde claras attente consideranti, adjiciendas duxi tamen, tum
quod servient ad facilem admodum per sola polygona inscripta sine circumscriptis, de-
monstrationem apagogicam qua sequenti propositioni utar; tum quod operae pretium
videatur, ipsius per se differentiae proprietates con(s)idera(re) quatenus ab excessu de-
fectuque animo abstrahitur sive quando non exprimitur, quaenam ex differentibus altera

major min{orve) (sit).
(Pr)op. 6.

Si a quolibet curvae cujusdam C(C')((C')) propositae puncto C', ad unum anguli cujus-
dam recti TAB latus velut ad axem, AB. ducantur ordinatae normales CB, (C)(B),
ad alterum tangentes CT. (C)(T), et ex punctis occursus tangentium 7. (T') agan-
tur perpendiculares T'D. (T')(D) ad earum ordinatas, et curva nova, D(D)((D)) per
intersectiones harum perpendicularium et ordinatarum transeat: Rursus si quaeli-

bet in curva priore designata puncta sibi proxima et rectis inscriptis sive chordis

13 Daneben: Hujus propositionis lectio omitti potest, si quis in demonst. prop. 7

summum rigorem non desideret.

3 E. (1) {(minor) |est qvam b—+d, nicht gestr.|; (a) et (b) atqvi (2) est qvantitas minor b4+q{(—) (3)
est L  11f. abstrahitur |sive ... (sit) erg.|. (1) Et si hinc (2) porro seqvitur ex illis (3) Et eodem modo
facile demonstrari posset, illud generale, si qvotcunqgve sint qvantitates, (a) gvocungve ordine collocatae
(b) or(dine) licet perturbato collocatae, differentiam extremarum (—) excedere summam differentiarum
intermediarum; aeqv(alis) (—) huic summae est, cum ordine naturali collocantur; minor (—) quam cum
collocantur naturali |ut facile ostendi potest erg. |, ergo tunc minor est hac sum(ma) (—) vel aeqvalis
vel m(inor) sit (nunqvam) major fi(—) (—) gestr.| L 13 (1) (Prop. 2) (2) (Pr)op 4 L andert Hrsg.
20 prop. 3 L andert Hrsg.

10

15
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A T M (T) (M) (7))
B
B u ............................... +
(B) e

4D
H _______________________________________
5D

(B) 3 &) (P) Jic) (D) 3N

[Fig. 8, HS4D in Blindzeichnung]

C(C). (C)(C)) jungantur, quae productae eidem cui tangentes Anguli illius recti
Lateri, occurrant, et ex punctis occursuum M. (M) similiter perpendiculares M N P.
(M)(N)(P) ad duorum punctorum C. (C) vel (C). (C)) per quae transierant in-
scriptae ordinatas, nempe ad CN B et (C)(D)(B) vel (C)(N)(B) et (C))(P)((B)) de-
mittantur quae ab ipsis inde ab axe portiones quasdam BN. (B)(NV) resecent. His ita
positis, poterunt in curva priore puncta C. (C'). etc. tam sibi vicina, tantoque numero
assumta intelligi, ut spatium rectilineum gradiforme N B (B)) (P) (V) P N. ex
rectangulis NB(B). (N)(B)((B)) sub ordinatarum resectis portionibus BN. (B)(N)
et intervallis B(B). (B)((B)) comprehensis compositum ab ipso spatio mix-
tilineo D B (B)) (D)) (D) D, axe B((B)). ordinatis extremis BD.((B))((D)), et curva
nova D(D)((D)), comprehenso; differat quantitate minore quavis
data. Et eadem demonstratio locum habet in quovis alio spatio Gradiformi et

1 Zur Figur: B(B) et (B)((B)) sunt fere aequales.

13-139,2 Et ... potest erg. L
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Mixtilineo Gradiformi continua rectarum ad quendam axem applicatione formatis,

adeoque Methodus indivisibilium Cavaleriana pro demonstrata haberi potest.

Ponantur ita assumi puncta C. in curva priore proposita, ut portiones C(C) vel
(C)((CO)) aliaeque similes inter duo vicina puncta intercepta sint singulae aut totae ascen-
dentes, aut totae descendentes, non vero partim ascendentes partim descendentes; quod
obtineri poterit, si in punctorum C'. assumtorum numero sint omnia, si qua sunt, puncta
reversionum. Hoc posito manifestum est curvam a D. ad (D) transire non posse, quin rec-
tam NP inter ea puncta cadentem alicubi inter N et P. secet in F. alioqui enim (ip)sam
N vel P. circumire, et modo ascendere modo descendere deberet contra hypothesin.
Rectam autem NP cadere patet, inter D et (D) quia et M inter T et (T') necessario
cadit. His ita positis ajo primum, ipso Rectangulo DE(D) minorem esse differentiam in-
ter quadrilineum DB(B)(D)D et rectangulum NB(B) quod (—) Auferatur ab utroque
quod utrique commune est, scilicet Quinquilineum DB(B)PF D, restabit ex rectangulo,
trilineum DN FD. ex quadrilineo Trilineum (D)PF(D). (H)orum ergo residuorum dif-
ferentia eadem cum differentia Quadrilinei et rectanguli. Generaliter enim eadem est
differentia duarum quantitatum, et differentia residuorum ex ipsis sublata quantitate
communi. Porro horum Trilineorum exiguorum differentia minor est eorum summa. Mi-
nor ergo multo magis eo quod eorum summa majus est, id est ipso Rectangulo DE(D).
Ergo et quadrilinei et rectanguli dicti differentia minor quam hoc rectangulum, quod pri-
mum susceperam probandum. Eodem modo probabitur Quadrilinei (D)(B)((B))(D))(D)
et rectanguli (V)(B)((B)) differentiam minorem rectangulo (D)(E)((D)). Et ita si alia
quotcunque sequantur. Itaque generaliter Differentia summae exiguorum quadrilineorum
id est totius Mixtilinei novi a summa omnium rectangulorum id est spatii inter ordinatas
novas BD (B)(D) etc. et eorum intervalla B(B). (B)((B)) etc. contentorum minor erit
summa omnium rectangulorum ED(E). (E)(D)((E)) sub E(D). (E)((D)) etc. differentiis
ordinatarum novarum et earum intervallis B(B). (B)((B)) etc. contentorum. (—) suman-
tur intervalla haec omnia inter se aequalia, foret summa horum rectangulorum aequalis
rectangulo EL((C')) sub summa differentiarum E(D) (E)((D)) etc. id est sub minima ma-

4 similes |inter ... intercepta erg. | sint (1) ad easdem p (2) singulae ad easdem partes cavae, qvod
fiet si inter puncta assumta sint omnia puncta flexuum contrariorum. Jam |singulaeqve nicht gestr. | aut
accedentes totae versus axem, aut totae recedentes ab axe, non vero revertentes modoqve accedentes aut
recedentes. Qvod obtinebimus (3) singulae L 13 ex qvadrilineo L dndert Hrsg. 14 ex rectangulo
L dndert Hrsg.
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ximaque eademque (—) ordinatae differentia BD. et L((C)) intervallo earum B(B) ac EL
constante comprehensa. Quia intervallum cum possit esse quantumlibet parvum, etiam
hoc rectangulum cujus latus est, adeoque (ta)m summa dictorum rectangulorum DE(D)
etc. quantumlibet exigua erit. Si foret B(B) minus quam (B)((B)) summa rectangulo-
rum ED(FE) et E(D)((E)) etc. adhuc minor foret quam rectang. EL((C')). Semper ergo
summa horum rectangulorum adeoque et differentia spatii gradiformis et mixtilinei novi,
quae ipsa minor ostensa est, erit quantitas aliqua quantumlibet parva, adeoque qualibet
assignata minor reddi potest. Quod ostendendum erat.

Si curva aliqua transire intelligeretur, per omnia puncta N (N) (V) adhuc facilius
id demonstrabitur, quia et summa exiguorum Triangulorum ut N P(N) etiam quavis data
quantitate minor eodem modo reddi potest.

Prop. 7.

Si a quolibet curvae cujusdam propositae puncto ad unum anguli cujusdam recti
latus ducantur ordinatae normales, ad alterum tangentes et ex punctis occursus
tangentium agantur perpendiculares ad earum ordinatas si opus est productas, et
curva alia per intersectiones harum perpendicularium et ordinatarum transeat; erit
spatium inter axem ordinatarum[,] duas ordinatas extremas, et curvam secundam
comprehensum, spatii inter curvam primam et rectas duas ejus extrema cum anguli

recti propositi centro jungentes, comprehensi, duplum.

Sit Curva proposita (fig. 3) C(C)((C)) a cujus punctis C. (C) etc. ad anguli recti TAB
latus AT ducantur tangentes, C'T. et ad alterum AB ordinatae normales CB. Ex T occur-

sibus tangentium, perpendiculares T'D ad ordinatas C'B. demittantur, et per puncta in-

©
tersectionum, D transeat curva D(D)((D)). Ajo spatium Mixtilineum DB((B))(D))(D)D

D
esse spatii Mixtilinei CA((C))(C)C' duplum.

9-11 Si... potest. erg. L 12 prop. (1)2(2)3(8)7 (4)7 L
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Ponatur non esse duplum et differentia inter unum duplum et alterum simplum sit €.
Inscribantur ipsi curvae C(C)((C)) polygona, quotcunque libuerit quantumcunque satis
erit. Sitque ultimum ejusmodi inscriptum, AC(C)((C))A. Hujus latera C(C) et (C)((C))
etc. producantur ut prius tangentes donec ipsi AT occurrant in M. (M). Unde demissae

1 sit (1) E.

R @ rrs i YRR @ s @it @ @

A T M (T) (M (T)

Inscribantur et circumscribantur curvae C(C)((C)) |gvaliacunqgve erg. | polygona, donec ultimi inscrip-
ti et wultimi circumscripti differentia sit minor gvam E. sitqve ejusmodi inscriptum, AC(C)
(C)A et circumscriptum ACF(F)(C)A. Ex punctis F(F) ducantur in axem AB. perpendiculares FG.
F(G) gvae productae si opus est, demissis ex occursu tangentium | TD. (T)(D) erg. | productis si opus est
occurrant in punctis (a¢) H. (H) (b) H. L. (H). (L) Manifestum est ex propositione praecedenti, rectan-
gulum (aa) BGH (bb) DBGH esse duplum Trianguli ACF; et eodem modo Rectang. LG(G)H. Trianguli
AF(F), (aaa) et Rectang. (aaaa) G(B)) (bbbb) (B))(G)(H) (bbb) (idemqve foret de caeteris si qvi in figura
seqverentur;) denigve | Rectang. erg. | (L)(G)(B)) (D)) Trianguli A(F)(C)) adeoqve spatium (aaaa) scalar
(bbbb) gradiforme (aaaaa) L(B)) (D)) (bbbbb) DB(B))(D))(L)(H)LHD & duplum polygoni circumscripti
ACF(F)(C)A % Adeoqve maius duplo sectoris curvilinei AC(C)(C))A. Jam Latera Polygoni inscripti
(2) QL

1 Bei der Figur in der zugehorigen Lesart sind alle Linien in Blindtechnik gezogen.
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perpendiculares M N P vel (M )(N)(P) secent ipsas BNC. (B)P(C') vel ipsas (B)(N)(C).
(B)(P)((C)). Et ponamus inscriptionem polygonorum eousque productam, donec poly-
goni inscripti AC(C)((C)) differentia a Mixtilineo proposito CA((C))(C)C, item spatii
gradiformis BNP(N)(P)((B)) differentia a Mixtilineo novo DB(B))(D)(D)D
sit minor quam quarta pars ipsius ). Jam patet ex Propositione 1 Trianguli
AC(C) duplum esse rectangulum NB(B)N, et Trianguli A(C)((C)) duplum esse Rect-
angulum (N)(B)((B))N et ita de caeteris si qua sint, ergo et summa Rectangulorum
hujusmodi quotcunque seu spatium gradiforme, duplum erit summae omnium
ejusmodi Triangulorum seu polygoni inscripti. Jam ex constructione differentia inter Mix-

tilineum novum et spatium gradiforme id est ut probavi duplum polygonum inscriptum

1
minor est quam ZQ et inter Polygonum (inscri)ptum duplum, et duplum Mixtilineum

propositum minor quam 59 (quia ex constructione inter ipsa simpla minor quam ZQ)

Ergo per prop. 5 inter (du)plum Mixtilineum novum et duplum mixtilineum propo-
situm minor necessario quam Q. (— — — —)

5 Dariber: De polygono constat. De spatio Gradiformi qui rigorem desiderabit

inveniet demonstratum prop. praeced.

14 Nebenbetrachtung:
T M (T)

o R
L

(@)

2 (B)(P)(C) (1) erit eodem plane |ratiocinandi erg. | modo spatium gradiforme NB(B))(P)(N)PN
@ duplum polygoni inscripti AC((C))A g Sitpol (2)Et L 5 Propositione (1)praecedenti (2)1 L
13 Ergo (1) inter {(du)plum Mixtilineum novum et duplum Mixtilineum propositum minor necessario
qvam inter 2 | per p(rop.) (p)raeced. erg.| (—) generaliter enim patet si inter A et E differentia | minor

1 1
(a) qvam hoc loco Z_lQ (b) hoc loco qvam ZQ erg.| b. et inter (aa) D et F (bb) C et E (— —) minor

1 3
qvam d, | hoc loco qvam 59 erg. | fore inter A et E minorem (qv)am b plus d. id est (q)vam ZQ (2)

per prop. (a) praeced. (b)5 L 16 prop. (1) 4. (2) praeced L
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Schol.

Solent in Demonstrationibus Apagogicis adhiberi (inscripta) pariter et circumscripta
Polygona; cum vero alterutrum hoc loco sufficere viderem, non putavi omittendam de-
monstrandi formam, quae exemplo esse posset aliquando ad Geometrarum demonstratio-
nes servato robore, contrahendas. Hoc jam theorema inter generalissima et foecundissima
Geometriae jure merito censeri potest; novum enim aperit contemplandi campum; et ut
mox patebit non tantum omnes hactenus notas quadraturas statim conficit, sed et alias
infinitas quotcunque sola applicatione ad exempla facta, exhibere potest tentanti. Locum
enim habet in curvis quibuscunque etiam quas casu aliquis aut manuum errore descri-
beret. Ego in circulo figurarum simplicissima, ut decet, expertus, statim nactus sum,
quod hac dissertatione in lucem produco. Porro et Geometriae indivisibilium insignem

hinc Promotionem sperare licet. Quoniam hactenus soliti sunt Geometrae spatia tantum

E n Polyg. ext. I n Polyg. int. 7' n Spatium Trilineum datum, sc. Sector. () m Spa-
tium Quadrilineum seu absegmentum.

SFE n Scalare seu Gradiforme Spatium polygoni exterior. SE n 2E. SI n Scalare seu
gradiforme spat. polygoni interioris. ST n 21.

(1) , (2) (3) (4) (5)
T nE—-bQexconstructione. T'n E. ¥2T7+Q n Q. cQn Q—2E.Q n 2E.

T consistit inter £ majus et F — [b]Q2 minus. Ergo explicando E, quia 7" majus quam
Q — )

2
) (10) (11)
I+dQ. I nT.Q n 2.

E —bQ. per 1 erit et majus quam id quod est minus quam FE, scil. per 4 Ex

7 8 9
2eth. Q (|'|) 2T'. Ergo 3 ita reformanda, @ (|'|) 2T+ Q. T (r|

(12)
EnlI+dQnkE.

5 contrahendas. | Non putavi opus ostendere generaliter, gvod polygona ejusmodi vel spatia gra-
diformia eousqve continuari possint, donec minus differant a curvilineis suis, qvam gvantitas qvaelibet
proposita; (1) id enim (2) cum ab aliis toties et ostensum sit et usurpatum, et cuivis inspicienti mani-
festissimum. gestr. | Hoc L 8-10 Locum ... describeret erg. L

6 novum ... campum: vgl. Fr. v. SCHOOTEN, Commentarii, 1659, DGS 1 S.170: ,infinitae specu-
lationis campus aperitur®.

10
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per ordinatas parallelas resolvere in parallelogramma, cum nos fortasse primi hoc loco
ordinatarum ad unum idemque punctum convergentium usum doceamus in quadraturis,
quibus figurae generaliter in Triangula resolvantur. Rectissime enim a Pascalio in Coni-
cis admonitum est convergentes rectas non minus censeri debere ordinatas quam rectas
parallelas. Cum et parallelae possint species convergentium haberi, quarum punctum
concursus infinite absit. Sed plura de his fortasse aliquando, cum generalissima quaedam

inventa tractabimus, nunc institutum prosequamur.

Definitiones

Curva regularis est cujus omnia puncta per certam quandam regulam uni-

versalem unicam inveniri possunt. Qualis non est quae manibus pro arbitrio ducitur.

Curva Analytica estcujus omnia puncta inveniri possunt per regulam rela-

tione tantum analytica constantem. Relationem autem analyticam, quaecun-

3 qvibus ... resolvantur erg. L 3 enim (1) a Pascalio in Conicis (2) a Desarguesio et Pascalio
admonitum est convergentes (3) a L 9-145,6 (1) Figuram |planam erg.| Analyticam
voco, cuius ordinatarum ad abscissas relatio (a) qvadam aeqvatione explicari potest (b) certa universalis
analytica est. Ordinatae |hoc loco erg.| sunt rectae (aa) parallelae inter (bb) infinit(ae) (aaa)
utrinqve ad figurae terminum aut convergentes (bbb) utrinqve cum figura terminatae, convergentes (aaaa)
aut parallelae (qvoniam parallelae haberi possunt pro convergentibus qvorum punctum (bbbb) parallelae
(ccce) parallelae (dddd) ad unum punctum, qvod si infinitae abesse intelligatur sunt parallelae. Cum
utrinqve (aaaaa) terminatas (bbbbb) cum figura terminatas dico, ho (2) Figura plana est (a)
spat (b) pars plani (c¢) superficies plana ubigve terminata. (aa) ubiqve (bb) id est; ut nulla in ea duci
possit recta, qvae non producta ita cadat extra ipsam, ut nungvam redeat | ad erg. | ipsam. (aaa) Figura
(bbb) vel gvae linea qvadam lineisve includitur (8) Curva omnis est (4) Linea omnis aut incerta aut
certa est (5) Curva ... autem analyticam (a) video (b) voco, qvaecunqve (aa) per solas
operationes magnitudinum generales (bb) expressiones (cc) relationes; s(uu)ym (dd) ex ... ratio, (aaa)
potentia, radix, expo(nen)s (bbb) analogia, (aaaa) potentia, factus multiplus, (bbbb) factor ... Relatio
(aaaaa) analytica (bbbbb) geometrica ... exhibet. erg. L

3f. in Conicis: Leibniz bezieht sich wohl auf Bl. PASCAL, Essay pour les coniques, 1640, def. 1
(PO T S.[252]), und in der Stufe (2) der zugehorigen Lesart auf G. DESARGUES, Brouillon project,
1639, S. 1, aus dem die Definition bei Pascal fast wortlich ibernommen ist. Leibniz hat in den Papieren
aus dem Nachlass von Pascal, die er von Januar bis August 1676 zur Einsicht hatte, zwei Exemplare
des FEssay, eines Einblattdruckes, gefunden und eines davon behalten (vgl. III,1 N.90 S.590). Auf der
Riickseite dieses Blattes (LH 35 XV 1 Bl 10) hat Leibniz einige Bemerkungen zu Desargues’ Brouillon
notiert (Cc 2, Nr. 1497, gedr. in GERHARDT, Desargues und Pascal, 1892. S.1961.).



N. 14 ARITHMETISCHE KREISQUADRATUR 1673-1676 145

que ex generalibus magnitudinum relationibus constat adeoque tam lineis quam numeris,
aliisque quibuscunque rebus quantitatis capacibus accommodari potest. Talis relatio est,
summa, differentia, excessus, defectus, ratio, analogia, factor, factus multiplus, quotiens;
rationis multiplicatio, potentia, radix, aequatio. Relatio geometrica est, quae non cal-
culo sive magnitudine sola, sed certis quibusdam assumtis spatiis sive lineis quaesitum
exhibet.

Curvam Analyticam aequabilem voco, cujus ordinatarum ad abscis-
sas relatio certi gradus aequatione explicari potest.

Curva Geometrice haberi dicitur quando quocunque exacte adeoque motu
continuof,) nam si tantum punctis designetur etiam polygonum ei inscriptum vel circum-

scriptum solummodo habebitury,] describi potest.

D E (E)
A
f B ¢
(B) (©)
[Fig. 4]

Sit curva quaedam C(C). et pro Directrice, ut vocavit Wittius sumatur recta quaeli-
bet AB(B) in qua designetur punctum fixum A. quod vocabimus verticem et ductis
ex punctis C' ad directricem AB(B) ordin(atis) CB. (C')(B) inter se parallelis, (: quae
si normales sint, Directrix vocabitur A xis:) ipsae AB vocabuntur abscissae, ex
axe sive directrice, BC' ad directricem ordinatae, vel ordinatim applicatae, quarum

7 aeqvabilem erg. L 9-11 (1) Geometricam (2) Curva ...potest. erg. L 13 pro
.. sumatur erg. L

13 vocavit: J. de WITT, Elementa curvarum linearum, 1659, DGS I S. 159.
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duarum, AB, ad respondentem BC', vel A(B) ad respondentem (B)(C') si una constanti
in omnibus locum habente aequatio(ne) certi gradus explicari potest, ut si quadratum ab
AB in certa(m) (par)ametru(m) ductum, aequetur perpetuo Cubo a BC, qualis aequatio
ad certum usque gradum cubicum scilicet ascendit, tunc curva C'(C) vocabitur a nobis
Analytica aequabilis.

Scio a Cartesio Curvas hujusmodi aequabiles solas haberi Geom(etricas). Ego liben-
ter sequor exemplum tanti viri, nisi magna sit ratio in adversum. Veteres nihil pro satis
Geometrico agnoscerent, quod non recta circuloque perageretur. Necessitas tamen jam
inde a Platonis tempore ad composita magis instrumenta compulit, effectionesque, ut
appellabant, Organicas, quasi non et Regula Circinusque organa essent. Unde factum
est, ut curvas quae per organa describuntur, cum iis quae omnino non sunt in potestate
aut quae curvarum in rectum extensione fiunt, confuderint, usque adeo, ut vir summus
Franciscus Vieta non magis recipiendam duceret inventionem duarum mediarum per
Conicas, quam Tetragonismum per Helicis tangentem. Quasi vero Helix, nisi supposita
Circuli Materialis elaboratione, sit in potestate. Circulum autem materialem elaborare,
pro describenda Helice ad quadraturam serviente ridiculum est, cum breviore opera si
sic agendum sit, per filum ipsi materiali circulo circumligatum dimensio circumferentiae

adeoque et quadratura habeatur. Neque id voluit Archimedes, cui theorema praeclarum

7 viri, |praesertim cum de (1) logvendi (2) phraseologin formulis agitur; gestr.| nisi L

7 adversum. | (1) Utile enim judico (2) Vellem enim, ut tandem aligvando certas (a) logvendi (et)
si nova (b) loqvendi ac designandi formulas (aa) im(—) (bb) novis inventis congruentes inter Geome-
tras recipi, ut planius imposterum ac liqvidius omnia decurrant, et ut | gvemadmodum erg. | in veterum
scriptis usu venit; omnes ab omnibus intelligantur. Cavendum tamen ne qvid recipiatur qvod | aliqgvando
erg. | praejudicet veritati, apud (aaa) suetos (bbb) homines res verbis metiri suetos. gestr.| (3) Veteres
(4) ad ipsum usqve summum Virum Franciscum Vietam, veteres nihil habebant (5) veteres L 12 aut
qvae (1) id qvod qvaeritur aliarum (2) curvarum ... fiunt erg. L

6 Geom(etricas): R. DESCARTES, Geometria, 1659, DGS 1 S.21; zum Folgenden vgl. a. a. O., S. 17
bis 24. 9 a Platonis tempore: Leibniz bezieht sich vermutlich auf die Vorschlage zur Loésung des
Problems der Wiirfelverdopplung, von denen einer auch Platon zugeschrieben wurde; vgl. EUTOKIOS,
Commentarii in libros Archimedis, gedr. in AO III S.66-71; vgl. auch die Darstellung in Fr. VIETE,
Variorum de rebus mathematicis responsorum liber VIII, 1593, cap. I u. II, BL. 1r°-2v° (VO S. 347-350).
13 Vieta: a. a. O. BL. 1 u. 5r°-61° (VO S. 347 f. u. 3551.); vgl. auch Fr. VIETE, Supplementum geometriae,
1593, Bl. 13r° (VO S.240), u. ders., Apollonius Gallus, 1600, Bl. 1r° (VO S.325). 18 theorema
praeclarum: ARCHIMEDES, De lineis spiralibus, prop. XVIII.
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quo relatio inter Helicem et quadraturam explicatur dare satis erat. At vero duarum
Mediarum inventio per Conicas omnino Geometrica, id est non tantum exacta sed et
perfectissima, et simplicissima est, ut constat. Generaliter enim id vide(tur) jure Geome-
tricum appellari, quod exacte fit, et simpliciori operandi genere fieri non potest. Et his
simil(ibus) argumentis recte a Cartesio et discipulis evictum est, esse (conica)s quoque
imo et altiores, modo aequabiles, in Geometriam recipiendas.

(—)ibus argumentis nunc utemur in ipsos, ut ostendamus Geometricas censeri debere
quaecunque exacte describi possunt, etsi neque analyticas neque aequabiles. Nam et ipsi,
quod exactum sit, Geometricum esse fatentur. Quod si ergo ostendam esse problemata
in rerum natura, quae Curvis quas Cartesius Geometricas nos Analyticas aequabiles
appellamus, solvi non possint, jam satis patebit, alias quae satisfaciant problemati, in
Geometriam, eo ipso quo Cartesius in veteres argumento usus est, recipiendas esse. Talia
autem problemata multa sunt, et memoranda, unum adducere suffecerit. Sint tres rectae,
A. B. C. quaeritur quarta D. quae sit ad A. in multiplicata ratione B ad C. Ajo si B et
C sint incommensurabiles, problema per Curvas a Cartesio in Geometriam exclusis aliis
receptas, cujuscunque sint gradus, aut quocunque inter se numero misceantur, solvi non
posse. Quod mirum illis fortasse videbitur, qui spreto aliorum autorum commercio, apud
unum quemcunque summum licet virum inveniri cuncta posse arbitrantur.

Hanc digressionem etsi sequentibus minime necessariam adjeci ut admonerem, non-

dum omnia ne in Geometria quidem occupata esse. Porro Curvas quarum descriptio non

8 etsi ... aeqvabiles erg. L 9 fatentur. (1) Sane si (2) Certe si rem ad vivum resecemus omnis
linea qvae in Geometriam cadit, Geometrica erit, illis solis exceptis qvae nulla regula sed |ut nobis
videtur erg.| casu describuntur. Qvanqvam et illae revera semper certa ratione a natura elaborentur, et
proprietates nobis incognitas habeant, et sint theorema Geometrica, (qvalia nostrum novissimum est)
qvae ad ipsa qvoqve extendantur. Ita ut (a) revera dici (b) de constructione tantum qvaestio videatur,
Geometrica scilicet, an Physica, an vero Mechanica sit. Geometrica est, qvae in nostra est potestate ut
circuli per radium circa centrum, Hyperbolae aut Ellipseos per fila; Physica est exacta qvidem sed nobis
inimitabilis ut (aa) qvae paramet (bb) si (aaa) natura (bbb) gravia (ccc) projecta parabolam describere
intelligantur. Mechanica (aaaa) est, cum curvae, aut s (bbbb) sunt species ut curv (8) Qvod L
17f. apud (1) Cartesium (2) unum ... virum (a) Renatum Cartesium (b) inveniri L 19-148,3 Hanc

.erit erg. (1) Figura (2) Curva Analytica simplex (a) est (aa) cuius (bb) cuius
aeqvatio ad duos terminos (b) a L

5 a Cartesio et discipulis: Leibniz bezieht sich neben R. DESCARTES, Geometria, 1659, DGS 1
S.17-20, wohl vor allem auf Fr. v. SCHOOTEN, Commentarii, 1659, DGS 1 S.167-169, u. J. de WITT,
Elementa curvarum linearum, DGS 11 S.[156 f.]. 9 fatentur: vgl. R. DESCARTES, Geometria, 1659,
DGS 1 S.18.
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nisi per puncta habetur, eas Geometricis non accensio, revera enim non habentur nisi

eorum polygona. Quae omnia fusius explicare alterius operae erit.

Curva Analytica simplex ame vocatur, cujus natura per aequationem
duorum tantum terminorum explicari potest.

Ut si in fig. ... abscissa DB sit y, ordinata x. Et recta quaedam constans sive
parameter forinsecus assumta f. Sitque fy aequalis z2. sive rectangulum sub f et y
aequale quadrato ab x sive BC' ad (B)(C) in duplicata ratione DB. [ad] D(B). Cur-
vam C(C') voco simplicem, quia aequatio fy aeq. 2?2, est duorum tantum terminorum.
Siin DFE ipsi DB normalem demittantur ordinatae C'E ex punctis curvae C. erit or-
dinata C'F,y[,) abscissa DF,x, et manente eadem enuntiatione analytica, mutabitur
enuntiatio Geometrica, dicemusque ordinatas C'E, (C)(E) esse in subduplicata ratione
abscissarum DE, D(FE). Hinc autem facile patet, quandocunque ordinatae vel earum po-
tentiae, sunt inter se in multiplicata secundum numerum ad numerum, ratione directa,
vel reciproca, abscissarum, vel potentiarum ab ipsis, tunc Curvam appellari, stylo meo,

Analyticam aequabilem simplicem. Quarum et Tabulam exhibere facile

est:
Aequationes curvarum quarum ordinatae x in ratione
Directa
simplici duplicata  triplicata  quadruplicata
abscissarum, y. xny fxny? fPrny? 3z nyt
Quadratorum ab abscissis: 2% n fy  z? ny? fe?ny®  fPe?nyt
Cuborum 2 n fPy 23 n fy? 3y’ fa? ny?
Quadrato-quadratorum ztn Py 2tn Py 2t nfyd zt oyt

15 Nebenbetrachtung: Aequatio generalis omnium analyticarum simplicium ita for-
mari potest fYx*~" n y* ubi si z major qvam v sunt directae, sin minor sunt reciprocae.
Lmgy2. Si
vero sit v N 2. et z n 1. erit z —v N —1. Jam subtractio logarithmorum sive exponentium

Sit enim 2z n 2. et v 0 1. erit fY2*7% n y* id(em) quod f'2z?~! n y? seu flx

1 1
denotat divisionem quantitatum, ergo ! idem est quod — - et 2~ 2 idem quod — - Ergo
x x

2
sivn2 etznl. erit fP2°7Y 0 y? idem quod — n ¥y, seu f2 n zy.
xXr

5 fig. ... : s.o. Fig. 4.
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Reciproca
simplici  duplicata triplicata quadruplicata
abscissarum Przy fPrnxy? fArnzy® ooyt
quadratorum ab abscissis:  f2 n 2%y  f*nz?y? P na®y® fOn 22yt
Cuborum fArnady FPnady? Oy 7 nady?
Quadrato-quadratorum Prnzty Snaty? ffnaty® fBnaty?

quae tabula in infinitum continuari potest. Ubi tandem notandum redire saepe hoc modo
easdem curvas duas, ob causas, depressionem et permutationem. Ob depressionem scili-
cet quod aliquando evenit ut extractione deprimi possit aequatio, ut extractione radicis
2 2 ny* dat fx n g2
Extractione vero radicis cubicae 23 n %3, dat z n y. et ¢ n z3y3, dat 2 n yz. Ob

quadraticae aequatio z? n y2. exhibet aequationem x n y. et f2x
permutationem quod quae antea de abscissis dicebantur postea dicantur de ordinatis, et
viceversa, quae non mutant speciem curvae, quia in nostro arbitrio est, alterutram earum
x vel y. pro ordinata vel abscissa sumere, ut supra exemplo ostendi. Et patet eandem
specie dari aequatione 22 n fy. quae datur aequatione fz n y2. et ejusdem specie curvae
esse aequationes f3 n zy?. et f3 n 2?y. Haec omnia in prima Analyseos symbolicae ele-
menta callenti adeo manifesta sunt, ut ultra explicando hic tempus perditurum credam.
Has curvas quidam generali nomine paraboloeides appellant omnes, alii rectius direc-
tas appellant Paraboloeides, reciprocas Hyperboloeides. Primaria enim in illis Parabola
Conica, cujus aequatio fz m y? in his Hyperbola Conica, cujus aequatio est f2 n zy.
Caeterum sunt egregii quidam Geometrae etsi ut arbitror pauci qui suspicantur plerasque
harum linearum imaginarias esse, nec reapse exhiberi posse adeoque licet puncta (—) ea-

rum quotlibet possint inveniri, non ideo tamen dari posse omnia, (—) posse nos fingere

motum continuum, quo revera describantur (— —) occurratur, et ut stabiliatur haec
Geometriae non poenitenda accessio (— — —) dubitationum genus, ostendam exemplo,
quomodo Parabola Cubica (— — —) (—)atim dubitatam memini, describi possit.

17f. credam. (1) Cur autem symbola rejiciantur, causam nullam video, nam et ad commode enun-
tiandum, et ad (a) elegante (b) breviter inveniendum magno usui |esse erg.| dubitari (aa) non potest.
(bb) potest non nisi ab inexpertis (cc) non potest. Constat enim Problemata gvaedam adeo difficilia
atqve implicata esse, ut artibus pure Geometricis, hactenus certe notis, tractari (aaa) (neqveant) (bbb)
non nisi maximo labore possint. Tametsi vicissim non negem, esse qvae multo facilius Geometria pura
qvam calculo (aaaa) conficiantur (bbbb) inveniantur au(t) demonstrentur. (2) Has L 21 etsi ... pauci
erg. L
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Primum illud admonebo ad firmitatem eorum quae dicemus in sequentibus non esse
necesse, ut describatur linea continuo motu. Quoniam enim datis quotcunque lineis toti-
dem aliae quae sint in triplicata priorum ratione exhiberi possunt; non video quid prohi-
beat cuilibet abscissae applicatam hujusmodi lineam fingi adeoque curvam concipi quae

earum terminos transeat, ejusque proprietates ex supposita constructione considerari.
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15. PROPOSITIONES ET DEFINITIONES PRO QUADRATURA ARITHME-
TICA CIRCULI
[Juni 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 I 1 Bl. 55-56. 1 Bog. 2°. Ca % S. auf Bl. 55 r° zweispaltig
(linke Spalte komplett beschrieben, einige Ergidnzungen in der rechten Spalte). Auf Bl. 56
N. 1671 und 162 sowie VII, 1 N. 34.
Cc 2, Nr. 1233D

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir den Zeitraum Méarz — August 1676 be-
legt. Die Stiicke N. 167, 162 und VII,; 1 N. 34 diirften etwa im Juni entstanden sein (s. N.16). N. 15 ist
vermutlich als erstes auf dem Bogen notiert worden. N. 15 ist nach N. 14 (s. dort) und vor der umfangrei-
cheren Ausarbeitung N.20 (Wasserzeichen belegt fiir den 8. Juni 1676) entstanden. Die in S. 153 Z. 19f.
ergénzten Seitenzahlen beziehen sich vermutlich auf eine nicht gefundene paginierte Ausarbeitung der
Abhandlung im 4°-Format.

Prop. 1. Si per Trianguli tres angulos: etc:

P rop. 2. Summa differentiarum seriei quantitatum ordine perturbato dispositarum
est major summa differentiarum seriei quantitatum earundem ordine naturali disposita-

rum.

Prop. 3. In serie quotcunque quantitatum differentia extremarum non potest esse

major summa differentiarum intermediarum.

Prop. 4. Differentia duarum quantitatum non potest esse major summa differen-

tiarum tertiae a singulis.

P rop. 5. Differentia duarum quantitatum minor est summa duarum aliarum quan-

titatum, quarum una unius altera alterius priorum differentiam a tertia excedit.
Prop. 6. Sia quolibet curvae cujusdam propositae C(C)((C)) etc.

Prop. 7. Sia quolibet curvae propositae puncto ad unum [etc.]

21f. singulis. |prop. (1) 5 (2) 6 Si a qvolibet curvae cujusdam propositae C(C)((C)) etc gestr. |
prop. 5. L
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Corollar. Iisdem positis si figurae propositae vertex sit punctum anguli recti, area fi-
gurae novae aequabitur segmento prioris duplicato. Segmentum voco spatium recta
curvaque comprehensum. Hinc Figuram novam imposterum vocabimus Figuram segmen-

torum ejusque curvam Lineam segmentorum.

Definitiones.

Curva regularis.

Curva Analytice expressa est (analytice non-geometrice curva Wallisii).

Curva Geometrice expressa.

Curva realis est, quamcunque constat esse in natura rerum, seu posse gene-

rari. Omnis curva geometrica est realis. Non omnis realis Geometrica.

Curva Geometrice haberi dicitur, quaecunque motu continuo describi pot-
est, qui supposita Instrumentorum exactitudine in nostra potestate sit. Talis hactenus
non est Logarithmica. (: Etsi per puncta aut physice possit delineari.:) Nec Quadratrix.

Curva Analytica Ordinaria vel specialiori vocis usu, Analytica, simpliciter est, cujus
omnia puncta per aequationem ordinariam seu finito dimensionum effabilium numero
constantem explicari possunt. Caeterae quae analytice habentur, a me transcendentes
vocantur.

Hae curvae merito analyticae simpliciter dicuntur, quoniam multa in iis (exceptis

dimensionibus et quadraturis, et quae hinc pendent) sunt in nostra potestate ope so-

1 Dariiber: Prop. Differentia figurae novae, seu fi [bricht ab]

1-4 (1) prop. 8. (2)corollar. ...si (a) curva ad (b) figura proposita ad verticem (¢) | figura dndert
Hrsg. | propositae ... recti, (aa) pro (bb) area ... segmentorum |eiusqve ... segmentorum erg.| . erg. L
8 (1) Curvae Geometricae | ut nicht gestr. | cycloeides et Linea Sinuum | determi nicht gestr.| (2) Curva L
9f. Curva ...seu (1) essentiam gqvandam h (2) posse ... Geometrica. erg. L 11 continuo (1)
possibili des (2) describi L 12f. Talis ... Quadratrix erg. L 14 Analytica (1) aeqvabilis est (2)
Ordinaria (a) est (b) vel L 14f. cuius (1) ordinatarum ad absissas relatio (2) omnia ... aeqvationem
(a) finita (b) ordinariam L 16f. Caeterae ... vocantur. erg. L

1-4 Corollar. ... segmentorum: s. N. 20 prop. 8. 7 Wallisii: J. WALLIS, Arithmetica infinitorum,
1656, prop. 194, S.194-198 (WO I S.476-478). 20 Differentia figurae novae: vgl. N. 182 S. 168 Z.4-6
und N. 20 prop. 9 S.207 Z.17 — S.208 Z.2.
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lius calculi analytici, ut, vertices, maximae, flexus, tangentes; et inter se intersectiones;
praeterea et descriptio.
Hic disserendum est de phrasi Cartesii qui solas Analyticas ordinarias vocat Geo-

metricas.
Directrix recta ad quam ex curva ducuntur rectae parallelae inter se.

Abscissae sunt portiones directricis inter punctum quoddam fixum et unam

parallelarum a curva in directricem ductarum interceptae.

Ordinatae sunt ex quolibet curvae puncto ductae rectae inter se convergentes
aut parallelae.
Hic disserendum de Pascalio etc.

Directrices conjugatae sunt quae in eodem puncto fixo se secant, et una alterius

ordinatis parallela est; hinc fit ut abscissae unius aequentur ordinatis alterius et vice versa.

Curva Analytica simplex; ejus species Paraboloeides et Hy-
perboloeides, seu directae et reciprocae. Hic catalogus ejusmodi curvarum et ex-
plicatio quid sit esse in ratione multiplicata vel submultiplicata, directa et reciproca, vel
ut dignitates. Huc potentiae, exponentes. Gradus.

Ostenditur etiam altiores Paraboloeides Geometrice haberi posse, adeoque esse cur-
vas reales.

Propositio Slusii. pag. 42.

Propositio Riccii, et demonstratio Slusii. pag. 43.

Tangentes Curvarum Analyticarum simplicium ex Riccio.

Prop. ... Siin Curva proposita analytica simplice[,] in qua scilicet dignitates quae-

3-5 Geometricas; (1) gvoniam credidit descriptionem (2) Curva Analytica simplex. Paraboloeides.
Hyperboloeides. (8) Ord (4) Directrices sunt duae rectae se secantes, qvarum alterutri parallelae ex dato
puncto ad alteram ducuntur (5) Directrix L 19 pag 42 erg. L 20 pag. (1) 42. (2) 43 erg. L
22 Curva | proposita | sit streicht Hrsg.| erg.| analytica L ~ 22-154,2 in qva ... ordinatarum erg. L

3 phrasi Cartesii: R. DESCARTES, Geometria, 1659, DGS 1 S.20f. — In N. 51 fehlt eine Diskussion
von Descartes’ Kurveneinteilung; vgl. N. 14 S. 146 Z.6 und N. 20 Lesart zu S. 221 Z. 2. 10 Pascalio:
vgl. N.20 S.200 Z.19-25. 19 Propositio Slusii: R.-Fr. de SLUSE, Mesolabum, 1668, S.114-116.

20 Propositio Riccii: M. Riccl, Exercitatio geometrica, 1668, theorema tertium, S.7f. — demonstratio
Slusii: R.-Fr. de SLUSE, Mesolabum, 1668, S. 116 f. Vgl. das vorher geschriebene VII, 5 N. 68 S. 480 sowie
die spateren VII, 3 N.65 und N. 20 S.230 Z.10-14. 22 Prop. ...:vgl. N. 20 prop. 16 S. 246 Z. 1-6.
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dam abscissarum sint proportionales directe vel reciproce quibusdam dignitatibus ordi-
natarumf,) ea fiant quae diximus prop. 7. et corollar. Linea Segmentorum proveniens, erit
ejusdem speciei cum proposita, habebitque ordinatas quae sint constanter ad ordinatas
respondentes propositae, ut differentia in exponente dignitatum abscissae et ordinatae,

ad exponentem dignitatis abscissae.

2 prop. 7. |et corollar. erg.| (1) fiet curva analytica nova (2) Curva proveniens nova (38) Figura
(4) Linea L
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16. DE MOMENTIS FIGURAE ANGULORUM. DE LOCIS CURVARUM
[Juni 1676]

Die beiden folgenden Stiicke stehen zusammen mit VII,1 N.34 in engem inneren und
dufleren Zusammenhang. N. 167 wurde zuerst auf das Blatt geschrieben, N. 162 danach riickseitig
notiert, schlieBlich wurden fiir VII,1 N. 34 die freigebliebenen Radume genutzt. Auf dem Rest 5
des Bogens befindet sich N. 15, das vermutlich als erstes verfasst wurde. Das Wasserzeichen des
Papiers ist fiir den Zeitraum Mérz bis August 1676 belegt. Das abschlieBende Theorem aus VII, 1
N. 34 S. 210 hat Leibniz nachtréglich in N. 20 (Wasserzeichen belegt fiir 8. Juni 1676) als Lemma
zu prop. 1 (s. Lesart zu S.182 Z.3 — S. 184 Z.1) tibernommen, dieses jedoch fir N.51 wieder
gestrichen. Die drei Stiicke diirften etwa zur gleichen Zeit wie N. 20 entstanden sein. 10

16;. DE MOMENTIS FIGURAE ANGULORUM

ﬁberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl 55-56. 1 Bog. 2°. % S. auf Bl 561°. Auf der
Riickseite N. 162, auf Bl. 56 unten beidseitig VII, 1 N. 34, auf BL. 55r° N. 15.
Cc 2, Nr. 1236

2

r
RAnNnAC n ABnr. AEne. EDn Vr2—e2. EFnyn ——.
Yy N/

vel y 0 15

r2\/r2 — 2 r2\V/r2 — 2
5 s—-BEnr—e REnr+e ———— Ny r—e, seumomentum figurae ex
re—e r+e
2\/ﬁ
rey/rs —e - ) —
B nzr.et —————— ny "~ r+e. momentum figurae ex R N wr. et si ad [wr, addatur

[ zr, fiet [yr.seur [y. vel area figurae r [w+7r [zn7r [y.

2 _ .2 2
rvVr? —e r—e z r—e
AHn EGnzn —,VGlZl‘IT\/ .unde — M cvel 22r+2%e nrd —

r+e r+e r2  r+e
3 2 3 2 2 3 3
—~ - 2
r2e.velen — 2" vele+rn — FreETaT n——_ etr—enBEnMGnN 20
ZQ +T’2 22 +7‘2 22 +7‘2
2 3 3 2 2
rze+r°—r°+rz 2rz
y adeoque figura BEGB aequatur duplo segmento BDB.
22 +r2 22 4 2

Ergo hinc haberi potest summa ipsarum FEG seu z nam BG erit figura segmentorum.

21 AJE,GA L dandert Hrsg. 22 nam ... segmentorum erg. L

18 f yr: Richtig ware f 2yr; Leibniz rechnet konsequent weiter.
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1M 2M 3M B /
3G 3D 3P/
3E \ 3F
*29 2P
2G 5% M//ﬂ?
1G
1E
\ \\
vV 1H 2H 3H |A NZLT ST 3T
R

[F'ig. 1, tlw. Blindzeichnung]

2 _ 2
rvVr2 —e r+e r°+r7e
Pergamus ad w. nempe w n EP n —— , seu 7“\/ .Ergo w?n —— . et

r—e r—e r—e

9 9 3 5 w? — 73 r3+rw2,+rw2—r3 2rw?
rwe —ew’ nNre+reeeten 5 26tT—|—6|‘|REI‘I 5 5 n— 5
r +w T +w T +w

Nimirum BD quadrans continuetur in R, ut sit semicirculus BDR. Per RN1P2P3P
ducatur curva segmentorum, alia similis plane et opposita priori: ipsae EP, sunt w, quae
repraesentant momentum figurae angulorum, seu ipsorum arcuum ex AC. Sit ergo arcus
C1D, seu ei proportionalis figura CA1E1FC, cujus momentum ex B, est [ z, id est sum.
EG, id est figura AIE1GV A, id est duplum trilineum B1D. Ejusdem momentum ex R,
est [w, seu [ EP. seu figura NAIE1PN, quae aequalis duplo trilineo 1DRC1D.

8 figura B1IE1GB, id est duplum segmentum B1D L dndert Hrsg.

1 Fig. 1: Der von Leibniz nur skizzenhaft angedeutete Verlauf der Kurve RN1P2P3P ist nicht
korrekt. — Linien in Blindtechnik sind gestrichelt wiedergegeben.
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B
(5) o)
(D) o
1D
A C
()
L (k)
[Fig. 2]

Ergo omnibus expensis hinc illud tantum colligo trilineum 1DBC1D, + Trilin.
1DRC1D aequari sectori 1DAC1D duplicato adeoque Triang: B1DC + R1DC aequari
Triangulo A1DC'. Quod sic ostendo ex figura superiore: arcus 1DC' momentum ex B
est figura VAIE1GV, id est Eiuplurn Trilineum 1DBC 112. Ejusdem arcus ex R momen-

°TB
tum est figura NA1E1PN seu gplum Trilineum 1DRC1D. Summa utriusque est ipse

2TR
arcus in RB, seu sector quadruplicatus, 2ra, si a sit arcus. Ergo 2ar n 2T'B + 2T'R. et

ar N TB + TR. Est autem ar arcus in radium seu sector duplicatus. Ergo sector dupli-
catus aequalis his duobus Trilineis. Auferatur a sectore [duplicato] 1D AC1D segmentum
duplicatum 1DC1D, restabit Triangulum duplicatum, A1DC. Eodem modo a summa
horum Trilineorum auferatur segmentum bis, semel ab uno, 1DBC1D ut restet Trian-
gulum B1DC, semel ab altero. 1DRC1D, ut restet Triangulum, R1DC', ergo haec duo
Triangula aequalia triangulo A1DC' duplicato. Sed hoc sine tot curvis aliunde poterit
probari.

14 Daneben: Notabilis modus inveniendi theorema geometriae communis per tran-
scendentem.

Am Rand, unter Fig. 2: Habetur hinc locus. Nihil enim refert ubi in circulo suman-
tur puncta B. R. ideoque ex diversis punctis expositis in circulo sumtis diversa paria
Triangulorum, erunt aequalia inter se. Hinc rectangulum sub sinu et radio duplum /!
ACD, est duobus illis \/!s aequale.

10
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16.. DE LOCIS CURVARUM

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 II 1 Bl.55-56. 1 Bog. 2°. % S. auf BL 56 v°. Auf der
Vorderseite N. 161, auf Bl. 56 unten beidseitig VII, 1 N. 34, auf BL. 55r° N. 15.
Cc 2, Nr. 1234

R M
[Fig. 3]

Quaestio loci qui ad circulum esse reperiretur talis foret; invenire curvam talis na-
turae, ut dato quodam puncto A, et recta 1DC, recta quaelibet transiens per A curvam
secet in duobus punctis B. R. ita ut triangul. B1DC + triang. R1DC aequetur duplo
Triangulo A1DC'. Locus erit ad circulum. Quid si quaereretur, ut simplo vel triplo. Si
additum fuisset infinitas tales rectas 1DC sumi posse debere, et quaesitus fuisset deter-
minandi modus, apparuisset nimius esse numerus postulatorum; et calculus fuisset factus
uno; excerptis scilicet aliquot postulatis determinabilibus, nempe hic una, ex qua sponte
reliquum fluere debet, aut problema est impossibile.

Quid si sit[:] formetur quaestio, curvam invenire ejus naturae, ut duobus in ea sumtis
punctis 1C. 1D et junctis C'D Triangulum RCD, +Triang. BC'D aequetur Triangulo

15 Triangulum | ACD andert Hrsg.| ,+Triang. BCD (1) sit aequale Triangulo RCD nicht gestr.
(2) aequetur L
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AC'D duplicato posito puncta B. A. R. esse in una recta, et A in ejus medio. Sit AB n a.
CDnec. FGng. BFnb. EFne. EBne—b. EBne—b:BH :: f:c. BHf nc,e—b.

et BH n L_b. Jam BH in FG n 2\/BCD. Ergo c,e—b n 2\/BCD. Porro EA : AL ::

f a+e—b
ficet ALfna+e—b,c,n 2\/ACD et eodem modo RM, f n2a+e—b,cn 2\/RCD.
Ex hypothesi: (&,e — b, Hg),2a + e — b n 2a + 2e — 2b, (), fit aequatio perfecta, ergo,
problema est theorema, sive, id verum est in omni curva, et in data qualibet linea recta.
In circulo vero hoc peculiare, quod utcunque in ejus circumferentia varientur puncta B.
R. idem semper maneat punctum A.

Interim notabile invenimus theorema generalissimum, sint datae rectae duae C'D,
BR, punctum alterutrius, ut BR, medium A, omnia puncta omnibus jungantur; tria
habebimus triangula, quorum basis communis, recta C'D, apices puncta tria rectae bi-
sectae: B. A. R. Erunt triangula ad extrema B. R. simul sumta aequalia duplo triangulo
ad medium A. Hinc si quis alicubi curvam proponeret quaerendam in cujus inscripta ei
contingeret, is ei contingeret, fieret enim in qualibet. Nota non tantum in eodem circulo
puncta B. R. alia sumi possent, sed et in concentrico modo opposita ideo locus punc-
torum B. R. erit superficies plana infinita, modo sint in recta transeunte per A. Est
singulare loci genus.

Caeterum alias operae pretium erit problemata quaerere ex proprietate inscriptarum
invenire curvam, illis haud dubie affinia ex Tangentium proprietate invenire curvam. Nam
et in tangentibus duobus opus curvae punctis ad ejus proprietatem propositam explican-
dam, etsi infinite parvae distantiae. Possunt et problemata proponi, ubi ad proprietatem
Curvae tribus opus punctis etc.

Proprietates inscriptarum generaliores sunt quasi tangentium, imo has comprehen-
dunt; sunt enim tangentes, quasi minimae inscriptae. Curvam invenire talem, ut inscripta
qualibet bisecta, ex medio puncto ductae perpendiculares omnes in idem concurrant
punctum; est circulus. Quid si non in eodem A, sed ita ut semper SA sit constans;
aliaque id genus. Hoc si in ulla fieri potest linea fieri potest in parabola; et si in parabola

15f. ideo (1) locus erit planus (2) |locus erg. Hrsg.| punctorum L

2 EBne—b: BH :: f: c Die von Leibniz nicht explizit definierte Grofle f hat den Wert
FG
sin<t BEH
stattdessen f = F'G. Fiir die Beziehung zwischen den Dreiecken bleibt dies jedoch ohne Konsequenz.
9-17 Interim ... genus: vgl. VII;4 N.34 S.209f.

. Im Folgenden benutzt Leibniz in den Ausdriicken fiir die Dreiecke BC D, ACD und RCD

5
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fieri non potest, concludere possum hoc problema esse impossibile. Hoc ita concludo, si
in omnibus inscriptis verum est, verum etiam id erit de minima, seu tangente; at non
nisi in parabolae tangente id evenire possibile est, ut ostendere possum. Ergo in nulla
alia hoc problema locum habet, ergo si in parabola non habet locum, est impossibile.
Hinc apparet modus solvendi haec problemata, reducantur ad problemata tangentium, et
singulae curvae inveniantur, quarum tangentibus hoc procedit, ex quibus excerpentur illae
in quibus generaliter. Item multa autem talia problemata esse impossibilia sic ostendo,
ponamus fieri in parabola, ut sit F'A semper constans, posita ex A perpendiculari ad N
medium AC, ponatur aliam curvam quaeri, in qua sit G A semper constans. Ea etiam erit
parabola, nam in minimis seu tangentibus coincidit priori, ut reducta perpendicularis sit
constans, ut in parabola. Imo in ulla curva impossibile est, in lineis ordinariis simul F'A

et GA esse constantem, ergo alterutrum eorum impossibile est in ulla curva reperiri.
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17. BEREKENING VAN DE SINUS
[Januar — Sommer 1676]

Uberlieferung: M Aufzeichnung (Mohr fiir Leibniz): LH 35 VIII 30 BL. 106 v°. Ca 2 Bl. 2°.
1 S. auf B1. 106 v°.
Cc 2, Nr. 00

Datierungsgriinde: Georg Mohr verlie8 London gegen Ende September oder Anfang Oktober 1675
in Richtung Paris (s. Oldenburg an Leibniz, 30. September (10. Oktober) 1675, ITI, 1 N.651 S.287) und
ist mit Leibniz spéatestens im Mai 1676 (vgl. Leibniz an Oldenburg, 12. Mai 1676, 111, 1 N.80; S.375),
moglicherweise aber schon zu Jahresanfang (vgl. VII,2 N.76 S.851, datiert auf den 2. Februar 1676)
bekannt geworden. Das vorliegende Stiick ist auf Pariser Papier notiert und stellt eine Naherungsrechnung
unter Verwendung der Sinusformel dar, die Mohr aus London nach Paris mitgebracht hatte (s. Leibniz
an Oldenburg, 12. Mai 1676, III,1 N.80; S.375). Ein Wert in der ergdnzten Anmerkung von Leibniz
wurde in N. 362 berechnet. N. 17 und N. 38 sind formal &hnlich aufgebaut.

F
B
E A 2) C
[Fig. 1]

1
Soo men neembt de Diam. tot de Circomfer. ofte de Rad. AC tot de 3 Circomf.
CBFE als 100 tot 314 (is te kleijn) ende stelt als volgt de
Tab. sinus BD

18 314 30901
T ... — —
& 1000 160
dan is haer sinus
628 HRTTR
/BAC 36 d —— BD de ——
gr de arcus 1000 , naer de 6
BC Tab. sin. is
785 70710
45 ¢gr ...... —

m ............ 1 @ )
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BD
308840143 )
.................. T ®
nae de reeckening,
56721142
met de twee _—
19
5 eerst. termen als
3
L z° Kombt 704377229
6 109 )

1
Maer soo men neembt de Rad. AC tot de 3 Circ.
groot), ende stelt de ZBAC' als boven

BD
308865580064682
............ o)
naer de reek.
5R7535128069819
met de 3
1®

eerste termen
23 20 706861317347838
Z——=+

6 ' 120 1®

CBFE, als 10000 tot 31416 (is te

31416
18gr ......... — i
g 10
10 dan is haer sinus
62832
LBAC 36 gr de arcus W BD naer de
BC Tab. sinus
78540 .
45 er ... ——— s als boven )
1®
706811317347838 M Gndert Hrsg.
1@
23 5
6 z— E + EOZ Die Reihenentwicklung fiir den Sinus eines Kreisbogens hatte Mohr aus London

mitgebracht (s. Leibniz an Oldenburg, 12. Mai 1676, III,1 N.
Oldenburgs Brief vom 12. (22.) April 1675 mitgeteilt worden (s.

801 S.375); sie war Leibniz bereits in
III,1 N. 495 S. 233).
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BD BD
308992250966784 ) 3090177529053538098765004
............... o) o)
nae de reeck. nae de reeck.
586978007734272 5877940697685059160480128
met de twe met de 3
1@ 1@
eerste term. eerste termen
. 23 704653921356000 23 25 7071443450444579957520000
is z — — kombt z— —
15 J 6 120 125
a? at
5 Darunter von Leibniz’ Hand: Arc. a. rad. 1. sin. compl. 1 — — + etc.
1,2 1,2,3,4
W. d 18 d. di ipheri dd 18 d S1d d
ann der arc. grad. die peripheria 100 und der arc. von grad. 1000 und man
2 950702
sezt den sinum complementi nur 1 — % komt dafiir m solte seyn aus den tafeln
951056 354 1
m. differenz m Daﬁ ist IlOCh nicht m deS Radll
586977007734272 . 704653921456000 .
4 e M andert Hrsg. 5 &) M andert Hrsg.

950702

———: Den Wert 950702 hat Leibniz in N. 365 S.419 Z. 21 berechnet.
1,000, 000
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18. IMPOSSIBILITAS QUADRATURAE CIRCULI UNIVERSALIS. TRANS-
MUTATIO FIGURAE ANALYTICAE SIMPLICIS

18;. IMPOSSIBILITAS QUADRATURAE CIRCULI UNIVERSALIS
[April — Juni 1676]

fJberlieferung:

L' Konzept: LH 35 V 6 BL.5. Ca 3 BL 2°. 15 S. Auf dem unteren Teil von BL 5v° N.185.
— BI. 5 bildete den unteren Teil eines Bl. 2°, dariiber befanden sich LH 4 V 10 BIl. 63 u.
LH 35V 14 BL. 15 (VI,3 N.66 u. VII,3 N.65).

Cc 2, Nr. 1245 A

L? Reinschrift: LH 35 1T 1 Bl.46. 1 Bl. 4°. 1 % S. (Unsere Druckvorlage.)

Cc 2, Nr. 1246

Datierungsgriinde: Das Konzept L' von N.18; ist nach VI, 3 N.66 u. VII, 3 N. 65 geschrieben wor-
den, die von den Herausgebern auf April (7) bzw. April — Juni 1676 datiert wurden. In N. 18; formuliert
Leibniz einen Satz, der die Unmdglichkeit der generellen Kreisrektifikation und damit zusammenhangend
der generellen Kreisquadratur mit algebraischen Mitteln behauptet. Er schlieffit daraus, dass eine Kreis-
quadratur anderer Art als seine eigene nicht gefunden werden kann (,,nisi qualis a me exhibita® und ,alia
quam qualem dixi“). Auch im Schlussabschnitt der Praefatio opusculi (N.19) tritt ein entsprechender
Satz tiber die Kreisrektifikation auf, von dem Leibniz angibt, dass er ihn im Opusculum beweisen will.
Die Aussage zur Kreisquadratur gibt er als Korollar dazu an und folgert nun, dass eine vollkommenere
(,perfectior”) Kreisquadratur als seine arithmetische nicht gefunden werden kann. Eine entsprechende
Formulierung (,,perfectioris generis“) gebraucht er auch in N.28, wo er weitere Textteile aus N.19 im
zugehorigen Scholium verwendet. Die sukzessiven Prazisierungen bzw. Ergédnzungen lassen vermuten,
dass der Abschnitt S. 166 Z.10 — S. 167 Z.2 in N. 18; eine frithere Stufe darstellt als der entsprechende
Abschnitt in N. 19 S. 174 Z.25 — S. 175 Z. 16, der wiederum in N. 28 S. 350 Z.26 — S. 355 Z. 9 erheblich er-
weitert wird (vgl. die Bemerkungen zu J. Gregory). Moglicherweise war die Reinschrift L? von N. 187 fiir
das aus N. 15 erschlieBbare Manuskript in 4° vorgesehen.
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Impossibilitas quadraturae Circ. Universalis

Quadratura duplex est, universalis et particularis: Universalis, quae
regulam exhibet cujus ope quaelibet Circuli portio possit mensurari, seu cujus ope ex
data tangente (vel sinu) possit inveniri arcus sive angulus. Particularis, quae
certam circumferentiae portionem, (:et eas, quarum ad hanc portionem nota est ra-
tio:) exhibet. Unde et si quis totum circulum totamve circumferentiam exhiberet, non
vero nisi eas partes, quarum ad circumferentiam nota jam tum est ratio, is quadratu-
ram, qualis desideratur, Universalem non dedisset. [taque Quadratura perfecta et genera-
lis includit Sectionem anguli universalem, sive Trigonometriam
accurate Geometricam; quae longe majoris sunt momenti, quam quadratura
Circuli per se spectata.

His intelligentiae causa positis, ajo Quadraturam Universalem, seu relationem ge-
neralem inter Tangentem (vel Sinum) et arcum dari non posse, nisi qualis a me exhibita

est, per aequationem compositam ex terminis effabilibus infinitis.

A T

[Fig. 1]

Inveni enim radio AB posito, 1. seu unitate, tangente AT, t. Arcu AC appellato c,

t3 t5 t7 t9 tll
tunc foreen - - — 4+ — — — + — — — ete.
L T S S T

1 Impossibilitas ... Universalis erg. L? 2 | Quadr. Circ. generalis
impossibilis erg.| Qvadratura L!

10

15
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Hoc ergo demonstrabo Theorema: Impossibile est Relationem ge-
neralem inter tangentem (vel sinum) et arcum exhibere,
nisi per analysin transcendentem. Unde et sectionem an-
guli universalem seu in data ratione, et generalem cujus-
libet circuli portionis quadraturam alia quam qualem di-

xi ratione analytice exhibere impossibile esse sequetur.

Analysin autem Transcendentem voco, cum valor incognitae non per
aequationes ordinarias, certarum dimensionum, exprimitur, sed per infinitas, aut finitas
ineffabiles, de quibus alias.

Jacobus Gregorius neque particularis neque universalis Quadraturae impossibilita-
tem evicit.

Porro Theoremate isto semel a me demonstrato infinitis laboribus inutilibus im-
posterum supersedebunt Geometrae. Nam pleraeque omnes methodi plausibiles, quibus
hactenus in Quadraturam Circuli inquisitum est, ita comparatae sunt, ut si vel unius sec-
toris aut segmenti dare possent Quadraturam, omnium darent, una quadam aequatione
sive relatione generali. Quas Methodos ad unum omnes inutiles esse jam nunc praedicere
possumus. Ut enim qui nimium probat, nihil probat; ita qui plus facturus est, quam fieri
possit, nihil agit.

Quare quicunque imposterum in Quadraturam Circuli inquirere volet, eas tantum
methodos quaerere debet quae ad certas circuli portiones, vel etiam totum, diriguntur,
nam si deprehenderit aeque ad caeteras pertinere, frustra progredietur.

Certas autem partes, vel etiam totum Circulum (:sed non quamlibet ejus portio-
nem:) analytice inveniri posse, nondum despero. Quemadmodum etsi Cycloeidis
quamlibet portionem analysi ordinaria generali metiri impossibile esse eodem plane modo
ostendi possit, ex generali Circuli Quadratura supposita impossibili; nihilominus tamen

duo Segmenta Cycloeidalia absolute quadravimus, quorum unum a celeberrimo Hugenio

13 Methodi | (1) spe(re)m aligvid promittentes (2) (—) (8) spem facientes (4) plausibiles erg. |
qvibus L' 19 volet, (1) circumspiciet, an |non erg.| methodus qva usurus ef (2) eas L!
21 deprehenderit (1) generalem (a) effica (b) fore, si (aa) vera esset (bb) utilis esset, (2) neqve valere
debere (3) aeqve L' 25 circuli qvadraturae impossibilitate supposita L'

1 demonstrabo: vgl. N. 19 S. 175 Z.18 — S. 177 Z.4 u. N.28 S.348 Z.19 — S. 350 Z. 25. 11 evicit:
vgl. J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1667, insbesondere prop. XI, S. 25-29.
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inventum est, alterum mihi fortuna obtulit. Artem autem excogitandi methodos pure

particulares, et discernendi a generalibus alterius loci est explicare.

185. TRANSMUTATIO FIGURAE ANALYTICAE SIMPLICIS
[April — Juni 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 V 6 BL 5. Ca % B1.2°. 6 Z. auf BlL.5v°. Auf dem Rest 5
des Blattes L' von N.18;.
Cc 2, Nr. 1245 B

Datierungsgriinde: N. 185 wurde nach L' von N. 18; auf den Triger geschrieben und ist somit auch
nach VI, 3 N.66 u. VII, 3 N. 65 entstanden. Die letzte Aussage entspricht der ersten prop. 9 in N. 20. Wie
bei VII, 3 N. 65 gibt es auflerdem einen inhaltlichen Zusammenhang mit N. 20 prop. 13. Beide Theoreme 10
sind in N. 15 noch nicht formuliert bzw. nur ansatzweise ergédnzt.

[Erster Ansatz]

B 0 A E

[Fig. 1]

1 autem (1) discernendi |ab initio erg.| Methodum universalem a particulari plerumqve non ad-
modum (di)fficilem arbitror (2) (— —) (8) excogitandi L!

1 inventum: Chr. HUYGENS, Horologium oscillatorium, 1673, S.69 u. 71f. (HO XVIII S. 204-211).
1 mihi: vgl. VII,4 N.17 S. 344 f.
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o tl_lz ABI_Iz—v eﬂEenvtATn[b'ht bl
v, Yy . —n - . — et —— richt a
oy CD v ynED =z ED
[Zweiter Ansatz]
t
ex &
tx m v
[Fig. 2]
t _ _ _
¥ nyZ. i fni%ent Uyetferlz Ufy.Differentia,interﬁgu—
x vy v v v

ram novam et primam aequatur differentiae inter primam et rectangulum circumscriptum

adeoque [bricht ab]

t 0 t — .
1 <nZ: Richtig wéren — = Z baw. (fuir t = AT) — = Z— Y Leibniz bricht die Uberlegung
r W x v Y z
Z—0 . . . = o
ab und setzt neu an; vgl. N.20 prop. 13. 4 en y: Richtig ware e = ——7y. Leibniz rechnet
z

konsequent weiter, die folgende Aussage ist aber korrekt; vgl. die erste prop. 9 in N. 20.
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19. PRAEFATIO OPUSCULI DE QUADRATURA CIRCULI ARITHME-
TICA
[April — Juni 1676]

fJberlieferung: L Konzept: LH 35 IT 1 Bl. 1+6. 1 Bog. 2°. 3% S. — Gedr.: LMG V, 1858,
S.93-98.
Cc 2, Nr. 1232

Datierungsgriinde: N. 19 ist nach L? von N. 18; entstanden (s. dort). Leibniz erwihnt im vorliegen-
den Text nur die Quadratur des Kreises, nicht die der anderen Kegelschnitte. Damit passt N. 19 inhaltlich
als Vorwort zu N. 20 u. N. 28 bzw. zu der aus N. 15 erschlieSbaren Fassung in 4°, nicht jedoch zu N.51.
Die kurze Beweisskizze auf S. 175 Z.18 — S. 176 Z.7 fiir den Satz liber die Unmoéglichkeit einer generel-
len Kreisquadratur, der hier als Korollar bezeichnet wird, ist von Leibniz vermutlich in Zusammenhang
mit der Ausarbeitung eines ausfithrlichen Beweises fiir den Satz ausgegliedert und durch eine kiirzere
Formulierung ersetzt worden; vgl. N.28 S.348 Z.19 — S. 350 Z. 25, wo dieser Satz wie spater in N.51 als
Proposition bezeichnet wird. Auf S. 173 Z. 18-24 schétzt Leibniz den Bogen des Winkels von 1’ mit dem
Sinus von 1’ ab und erwahnt, dass dasselbe Verfahren mit 1" durchgefiihrt werden kann, wenn eine
genauere Approximation erforderlich ist. Solche Rechnungen mit 1’ fiihrt er ab N.24 durch, das vor
N. 27, dat. 29. Juni 1676, entstanden ist.

Praefatio opusculi de Quadratura Circuli Arithmetica.

Quoniam Problema de Quadratura Circuli in omnium ore versatur, et ardentibus
quaerentium studiis etiam apud homines Geometriae prorsus expertes, celebre redditum
est; operae pretium erit naturam quaestionis paucis exponere, ut appareat quid ab omni
aevo quaesitum sit, quid ante nos praestitum, quid a nobis adjectum, quidque agendum
supersit posteritati.

Cum Pythagoras ejusque discipuli Geometriae rectilineae Elementa absolvissent,
quae postea ab Euclide in unum corpus redacta sunt; jamque id effectum esset, ut cui-
libet figurae rectilineae planae datae, exhiberi posset Quadratum aequale, quod scilicet
omnium figurarum rectilinearum simplicissimum, et quodammodo caeterorum mensura
est; cogitari coepit an non posset circulo exhiberi aequalis figura rectilinea, adeoque et
aequale Quadratum. Et hoc est illud quod Circuli Quadratura vulgo vocatur nam si

Triangulum quoddam aut aliud Polygonum quodcunque Circulo aequale describi posset,

25 corpus: EUKLID, Elemente. 26 exhiberi: a. a. O., 11, 14.
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utique et Quadratum ei aequale esset in potestate. Et quoniam Archimedes ostendit,
Triangulum rectangulum cujus altitudo sit radius, basis autem sit circumferentia in rec-
tum extensa, fore Circuli duplum; ideo si quis inveniret rectam quandam Circumferentiae
Circuli aequalem, daret nobis Quadraturam.

Hic nonnullis, qui explicationem audiunt, mirari subit, cur rem, ut ipsis videtur
facillimam, tamdiu quaesierint Geometrae, quid enim facilius quam rectam circumferen-
tiae aequalem invenire, Circulo materiali filum circumligando, idque postea in rectum
extendendo, ac mensurando. Eodem jure dicere possent facile quadrari circulum, si ce-
rea massa primum Circularis, postea ad quadratam figuram redigatur, aut si aqua ex
cylindro cavo in trabem quadratam excavatam transfundatur, nam ex aquae altitudine,
apparebit quomodo Circulus qui est basis cylindri sit ad Quadratum, quod est basis tra-
bis sive prismatis excavati, et si eadem aqua duplo vel triplo altius assurgat in prismate
quam in cylindro, erit Quadratum circuli dimidium vel triens; adeoque aliud quadratum,
quod hujus duplum triplumve sit, quale per Geometriam nullo negotio invenitur; erit
circulo aequale. Verum sciendum est, tale quiddam a Geometris non quaeri, sed viam
ab illis investigari, per quam sine ullo Circulo materiali, ejusve transformatione aut ad
planum applicatione, certa arte ac regula, instrumentove quod dirigere sit in potestate,
qualia sunt, quibus Circulus aut Ellipsis, aliave linea describitur, inveniri ac designari pos-
sit recta circumferentiae aequalis; vel etiam latus Quadrati circulo aequalis. Itaque per
filum in rectum extensum, aut etiam per rotam in plano provolutam, aut regulam circum-
ferentiae materialis, partibus successivo contactu applicatam non quaeritur quadratura
Circuli. Hinc etiam quadratura Circuli per contactum Helicis ab Archimede exhibita non
est illa quae quaeritur, neque pro tali eam venditavit Archimedes. Nimirum Helix est
curva linea quae describitur a stylo qui per radium circa centrum euntem a centro ver-
sus circumferentiam incedit, et planum subjectum immobile apice suo attingit, inque eo
vestigium motus sui, ex recto circularique compositi, relinquit; modo intelligatur motum
radii circa centrum et styli in radio esse uniformes, aut proportionales. Talis autem linea

non est in potestate, neque enim (sine circulo materiali) effici hactenus a nobis potest,

1 potestate. (1) Scio nonnullos ubi hanc explicationem audiunt, mirari cur rem (a) ipsis (b), ut
ipsis videtur facilem tamdiu gvaesierunt Geometrae; nam si qvis filum (2) Et L

1 ostendit: ARCHIMEDES, Dimensio circuli, prop. I, zeigt die Gleichheit mit der einfachen Kreis-
flache. 22 exhibita: ARCHIMEDES, De lineis spiralibus, prop. XVIII.
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ut aequali aut proportionali velocitate moveantur semper radius circa centrum et stylus
in radio. Deinde si descripta jam esset[,] deberet huic helici materialiter ex plano excisae
regula quaedam tangens applicari, cujus ope recta circulo aequalis determinaretur.
Porro Problemati de Quadratura Circuli connexum est problema de Sectione An-
gulorum universali, sive Trigonometria Geometrica, cujus ope scilicet Anguli tractari
possint instar linearum rectarum, ut possit angulus inveniri, qui ad alium datum habeat
rationem datam numeri ad numerum, vel etiam rectae ad rectam, item, ut ex datis la-
teribus Trianguli inveniri possit quantitas anguli, seu arcus eum subtendentis ratio ad
circumferentiam suam totam; et ut vicissim uno angulo et duobus lateribus, vel duobus

angulis et uno latere dato, caetera in Triangulo Geometrice inveniantur.

B D
C

[Fig. 1]

Haec autem omnia praestari sine Tabulis possent, si plena Circuli daretur Quadra-
tura, plena, inquam, id est circuli et omnium ejus partium, Segmentorum scilicet, ut
CEFC, atque Sectorum ut ABDC'; ita enim etiam cuilibet circumferentiae portioni sive
arcui ut BDC aequalis inveniri posset recta, quemadmodum ostendit Archimedes, ac
proinde arcus (et qui illis respondent anguli,) instar linearum rectarum tractari possent,

quod longe utilius foret, quam ipsamet Circuli quadratura sola. Hoc enim modo sine ul-

2 radio. (1); nisi jam (2). |nam si hoc possemus jam portionem radii possemus accipere scilicet
arcui circuli cuilibet (radio minori) aeqvalem erg. u. gestr.| Deinde L 12 si (1) perfecta (2) plena L
15 gvemadmodum |etiam gestr. | ostendit Archimedes erg. L

15 ostendit: vgl. a. a. O., prop. 20 sowie ARCHIMEDES, De sphaera et cylindro 1, prop. V1.

10

15
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lis Sinuum Tabulis omnia problemata Trigonometrica efficere possemus; Trigonometriae
autem quantus sit in omni re Mathematica usus nemo ignorat.

Porro Plena pariter ac minus plena, Circuli Quadratura, vel Empirica est, vel ra-
tionalis. Empirica quae filo extenso, aliisque transformationibus ac tentamentis fieret, et
hanc jam rejecimus. Rationalis quae arte quadam invenitur, et secundum regulam ex
rei natura ortam procedit. Rationalis autem est vel exacta, vel appropinquans. Utraque
vel per Calculum vel per ductum Linearum. Per Calculum vel finitum, vel infinitum,
et vel per numeros rationales; vel per irrationales. Omnis Quadratura appropinquans
appellatur Mechanica, sive fiat per ductum linearum, quales ingeniosissimae Wil-
lebrordi Snellii et inprimis Christiani Hugenii aliaeque nonnullae, sive fiat per calculum,
quemadmodum Archimedes, Metius, Ludolphus a Colonia, Jac. Gregorius Scotus, aliique
fecere. Et Archimedes quidem vidit ope Polygonorum inscriptorum et circumscriptorum
quantumvis ad circuli magnitudinem accedi posse. Si enim Polygona duo similia, qua-

lia delineare docet Euclides, ut Trigonum, Hexagonum, aliave circulo inscribantur ac

1 efficere (1) | solis linearum ductibus erg. | geometrice (2) possemus; (a) qvorum (b) per solos duc-
tus linearum (¢) Trigonometriae L 6 est (1) vel perfecta vel imperfecta (2) vel L~ 10f. calculum, (1)
gqvemadmodum Archimedes invenit posita diametro 7. circumferentiam cadere inter 21 et 22, | darunter:
3 | et Metius deprehendit, posita diametro 113. fore circumferentiam intra 354 et 355. et exactius adhuc
Ludolphus a Colonia, qvi facilius longe per Jac. Gregorii (a) series conv (b) Scoti (aa) series convergen-
tes (bb) seriem (cc) seriei convergentis ingeniosum arte inventum; qvam per Archimedeas polygonorum
bisectiones continuas ad propositum pervenire potuisset. (aaa) Qvemadmodum autem Ludolphus (bbb)
Porro data jam Circumferentiae mensura in numeris qvantumvis exactis Nebenbetrachtung nicht ge-
strichen: 113 (2) qvemadmodum L

1 1
cn 355 — o ct o35

1
cn 355 + -

9f. ingeniosissimae ... nonnullaec: W. SNELL, Cyclometricus, 1621, insbesondere prop. XI u.
XXXIf., S.16-19 u. 46-58; Chr. HUYGENS, De circuli magnitudine inventa, 1654, prop. X—XII u. XX,
S.15-21 u. 4044 (HO XII S.139-149 u. 173-181); J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura,
1667, prop. I-XXII, S.11-36. 11 Archimedes ... aliique: ARCHIMEDES, Dimensio circuli; die von
A. Metius z. B. in Geometria practica, 1625, S. 178f., u. Manuale arithmeticae et geometriae practicae,
1633, S.102f., iiberlieferte Naherung stammt von seinem Vater A. Anthonisz; LUDOLPH van Ceulen,
Vanden Circkel, 1596; J. GREGORY, a. a. O., prop. XXIX, S.43f.; J. WALLIS, Arithmetica infinitorum,
1656, prop. 191, S.178-193 (WO I S.467-476). 14 docet: EUKLID, Elemente, X. 24f. Zu den
Abschitzungen vgl. I. BARROW, Lectiones geometricae, 1672, S.103.
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circumscribantur, poterunt angulis quos comprehendunt bisectis (bisectio enim anguli
per Elementa fieri potest) alia duo duplum laterum vel angulorum numerum habentia
inscribi ac circumscribi, idque in infinitum continuari, circulo semper inter ultimum in-
scriptum et circumscriptum cadente. Nempe si a trigono incipias, sequetur Hexagonum,
Dodecagonum, 248onum - 48gonum —gggonum ipgeriptum pariter et circumscriptum. Et hoc
modo procedi potest, quousque voles, et quoniam cujuslibet polygoni geometrice per has
bisectiones inventi area semper haberi potest in numeris satis exactis, ideo semper duae
habebuntur areae intra quas circulus cadet quae propius semper accedent; et ita fieri
potest ut error sit minor quovis dato id est si quis a me postulet numerum qui rationem
circumferentiae ad Diametrum tam prope exprimat, ut non differat a vero centesima mil-
lesima, aliave unitatis parte, id continuatis bisectionibus efficere possum. Hanc methodum
Archimedes coepit, Metius longius, sed longissime omnium incredibili Labore produxit
Ludolphus a Colonia, qui si scivisset compendia hodie nata, utique magna laboris parte
fuisset levatus. Ex proportionibus autem inventis ad usum in minimis sufficit Archime-
dea, quod scilicet circumferentia sit ad diametrum ut 22 ad 7, in mediis Metiana, quod
sit ut 355 ad 113, in magnis satis est adhiberi partem Ludolphinae, quod sit ut .........
ad ......... Inventa autem ratione diametri ad Circumferentiam potest facile omnis alius
arcus quilibet mensurari ope Tabulae sinuum. Nam si quis ex tabulis excerpserit sinum
dimidii minuti ac duplicaverit, habebit chordam minuti, seu ipsius arcus qui sit 21600™2
pars Circumferentiae, quae chorda cum mediocris exactitudo desideratur, potest arcui
suo aequalis poni, adeoque ad arcus exempli causa septem graduum inveniendam longi-
tudinem, quoniam is 420 minuta continet, suffecerit chordae unius minuti longitudinem
ex Tabulis inventam per 420 multiplicari. Si quis exactius adhuc procedere velit, Sinu
Minuti secundi eodem modo uti potest.

Et haec quidem Circuli ejusque partium Quadratura, etsi Rationalis sit, Mechanica
tamen appellatur. Exacta autem est, quae quaesitam Circuli aut arcus magnitudinem ex-
acte exhibet, eaque aut Linearis, aut Numerica est, scilicet vel ductu linearum,

6 potest, (1) usqve ad Polygona 12308 laterum; et ita porro, later (2) qvam (8) qvousqve L
13 compendia (1) a Jac. Gregorio Scoto circa series convergentes ingeniose inventa (2) hodie L
14 inventis (1) Exacta Circuli Qvadratura etiam vel Linearis vel Calculatoria est. Calculatoria vel Ana-
lytica, vel Arithmetica. Est autem Analytica simul et Linearis. itaqve dici potest tres posse exactas
intelligi Qvadratu (2) ad L

2 potest: a.a. O., 1,9.
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vel expressione valoris. Valor exprimi potest exacte, vel per quantitatem, vel per progres-
sionem quantitatum cujus natura et continunandi modus cognoscitur. Per quantitatem,
ut si quis numerum aliquem sive rationalem, sive irrationalem, sive etiam Algebraicum,
aequationi cuidam inclusum daret, quo valor arcus circuli exprimeretur. Per progressio-
nem, si quis ostendat progressionem quandam, cujus continuandae in infinitum regula
datur, totam simul sumtam arcus vel circuli valorem exacte exprimere. Prior expressio a
me vocatur Analytica, posterior vero, cum progressio procedit in numeris rationa-
libus jure Quadraturae Arithmeticae titulo censeri posse videtur, ut cum

dico[:] Si quadratum diametri sit 1, Circulum aequari toti progressioni fractionum sub

. . . . 1 1 1 1 1 1
unitate imparium alternis affirmatarum et negatarum, nempe 173 + £ + - + 9 11 etc.

in infinitum, ut in hoc opusculo demonstrabitur, ubi negari non potest exactum quendam
Circuli valorem, expressionemque magnitudinis ejus aliquam omnino veram esse reper-
tam. Ipsa enim series horum numerorum tota, utique non est nihil, potest enim augeri
ac minui, possunt multa de ea theoremata evinci. Et quomodo obsecro possibile est eam
esse nihil, si valorem circuli exprimit, nisi hunc quoque nihil esse putemus. Quod si ergo
est aliquid, utique aliquem Circuli valorem exactum deprehendimus. Et si quis aliquando
reperiret progressionem characterum, qua semel cognita Ludolphi expressio sine novo
calculo continuari posset in infinitum (: qualem progressionem utique regula quadam
certa constare necesse est :) quod foret pulcherrimum; is haberet quadraturam Circuli
Arithmeticam in integris, quemadmodum nos dedimus in fractis. Sed hanc regulam et
difficillimam fore arbitror, et valde compositam, et minus pulchrum theorema exhibitu-
ram, ac nostra, in qua mira quaedam naturae simplicitas elucet, ut illi ipsi numeri, qui
sunt differentiae omnium ordine quadratorum, circuli ad quadratum a diametro ratio-
nem exprimant: ut adeo vix ipsa analytica circuli expressio una quantitate facienda, si
quando reperietur, pulchrior futura videatur. Praeterquam quod eadem regula non circu-
lus tantum sed et quaelibet ejus portio, nec circumferentia tantum, sed et quilibet arcus
inveniatur, quod expressione analytica aequabili fieri impossibile est. Regula nostra ge-
neralis, adeoque Quadratura Arithmetica plena huc redit, ut Tangente,
quae radio non major sit posita b. radio Unitate, arcus ipse scil. quadrante non major, sit

5 in infinitum erg. L 11 ut ... demonstrabitur, erg. L 12f. repertam, |tametsi non sit
Linearis, nec eius ope linea gvaedam recta (1) aeqvalis (2) vere aeqvalis cirumferentiae, (a) inveniri
(b) designari qveat. gestr.| Ipsa L
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b b3 b5 b? b9 bll
173 + 57 + 911 etc. Unde Trigonometrica problemata sine tabulis efficienda

oriuntur. De quo postea.

Supersunt adhuc Quadraturae exactae duae, altera Linearis, sive Geometrica, altera
Analytica. Equidem nec omne Analyticum Geometricum est, possunt enim exprimi ma-
gnitudines quaedam, quae per cognitas artes non possunt ductis lineis exhiberi; contra
lineae designari possunt instrumentis, quarum expressio nondum sit in potestate. Osten-
dam enim aliquando esse Lineas Geometricas, quae non minus facile ac Cartesianae moti-
bus regularum certa quadam ratione incedentium describantur et aeque geometricae sint
ac parabolae et hyperbolae, et ad certa quaedam problemata solvenda unice necessariae
sint, calculo tamen ad aequationes quasdam certasque dimensiones revocari nequeant.
Perfecta autem Quadratura illa erit quae simul sit Analytica et linearis, sive quae lineis
aequabilibus, ad certarum dimensionum aequationes revocabilibus, construatur. Hanc
impossibilem esse asseruit ingeniosissimus Gregorius in libro de Vera Circuli Quadra-
tura, sed demonstrationem tunc quidem, ni fallor, non absolvit. Ego nondum video quid
impediat circumferentiam ipsam aut aliquam determinatam ejus portionem mensurari,

et cujusdam arcus rationem ad suum sinum, certae dimensionis aequatione exprimi.

[Erster Ansatz, durch Umrahmung isoliert]

Sed relationem arcus ad sinum in universum aequatione
certae dimensionis explicari impossibile est. Quod facile sic de-
monstratur. Esto aequatio illa inventa, gradus cujuscunque certi, verbi gratia, cubica,
quadrato-quadratica, surdesolida seu gradus quinti, gradus sexti, et ita porro, ita scilicet
ut maxima aliqua sit aequationis inventae dimensio, exponentem habens numerum fini-
tum. Hoc posito linea curva ejusdem gradus delineari poterit, ita ut abscissa exprimente
sinus, ordinata exprimat arcus, vel contra. Hujus ergo lineae ope poterit arcus, vel an-
gulus in data ratione secari, sive arcus, qui ad datum rationem habeat datam, inveniri
sinus; ergo problema sectionis anguli universalis certi erit gradus, solidum scilicet, aut

sursolidum, aut alterius gradus altioris, quem scilicet natura vel aequatio hujus lineae

12 construatur. (1) Sed qvoniam hanc plenam esse impossibile est, ideo Qvadratura perfecta plena,
qvalis (2) Hanc in (8) Hanc L

13 asseruit: J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1667, prop. 11, S. 25-28.
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dictae ostendet. Sed hoc absurdum est; constat enim tot esse varios gradus problematum,
quot sunt numeri (saltem impares) sectionum; nam bisectio anguli est problema planum,
trisectio problema solidum sive Conicum, quinquesectio est problema surdesolidum, et
ita porro in infinitum, altius fit problema prout major est numerus partium aequalium,
in quas dividendus est angulus; quod apud Analyticos in confesso est, et facile probari
posset universaliter, si locus pateretur. Impossibile est ergo relationem arcus ad sinum,
in universum certa aequatione determinati gradus exprimi. Q. E. D.

Hinc sequitur Corollarium:

[Zweiter Ansatz]

Sed relationem arcus ad sinum in universum aequatione
certae dimensionis explicari impossibile est quemadmodum in

ipso opusculo demonstrabo, unde et Corollarium hoc ducam:

,Quadraturam plenam, analyticam, aequatione expressam, cujus terminorum dimen-

nsiones sint numeri rationales, perfectiorem, quam dedimus, cum arcum quadrante
b3 b5 b? b9 bll
,hon majorem diximus esse, 1”3 + i + 9 1 etc. posita tangente ejus b et

yradio 1, reperiri non posse.

Qualiscunque enim dabitur, utique progredietur in infinitum, nam alioqui ut os-
tensum est vel non erit plena, sive non quemlibet arcum exhibebit, vel erit certae ad
summum dimensionis quod absurdum esse demonstravimus. Quodsi jam progredietur in

infinitum, hac utique, quam dedimus, perfectior non est. Ejus enim imperfectio in eo

15 Nebenbetrachtung: [y — [z
yn b4w+1 2 n b4w+3

b2w+1 b2w+3
Arcn / —
2w+1  2w+3

b4w+1 b4w+3 b2w+1 b2w+3
23 Arcn (1) — (2) — L
dw+ 1 4w+ 3 2w +1 2w+ 3

5 probari: Der Beweis wurde erst im 19. Jh. gefiihrt. 23 Arc: Gemeint ist vielleicht der Ansatz
2w+1 2w+3

bp2w+ B 2w+ _ j‘bgw _ fb2w+2'

2w+1 2w+3

Arc =
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consistit, quod in infinitum progrediendum est. Commodiorem nostra ac simpliciorem
esse forte possibile est, sed id parum moramur, praesertim cum ne verisimile quidem
fiat, simpliciorem atque naturaliorem et quae mentem afficiat magis, salva generalitate,

reperiri posse expressionem.
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20. QUADRATURAE CIRCULI ARITHMETICAE PARS PRIMA
[April — Juni 1676]

Uberlieferung: L Uberarbeitetes Konzept: LH 35 II 1 Bl. 144-159. 8 Bog. 2°. 29 S. Haupttext
auf Bl.145-158. Fig. 1-5 sowie die beiden Fig. zu Stufe (1) der Lesart zu S.182 Z.3
bis S. 184 Z. 1 auf der Figurentafel Bl. 159 v°. Auf dem Rest des Bogens Bl. 1444159 N. 21.
Auf BI. 151 r° iiberarbeitete Fassung von prop. 1, gestrichen. Geringe Textverluste durch
Papierschdden. — Gedr.: 1. (Teildruck der Abweichungen von N.51 einschlieflich einiger
Lesarten) SCHOLTZ, Grundlegung, 1934, S. 41-65, 6769 (tlw. = Z.26 — S. 179 Z. 14, S. 181
7.18 —S.2017.4,S.2027.14 — S.207 Z.15,S.209 Z.3 — S.213 Z.27, S. 248 Z.14 — S. 253
7.9). 2. KNOBLOCH, Progres, 1989, S.167-169 (tlw. = Scholium zu prop. 9, S.212 Z.9
bis S.213 Z.27).

Cc 2, Nr. 1233 C tlw.

Datierungsgriinde: Das Papier der Handschrift von N. 20 ist mit einem Textzeugen (N. 23) fiir den
8. Juni 1676 belegt. Das auf Papier mit demselben Wasserzeichen geschriebene N. 24 ist vor N.27 vom
29. Juni 1676 entstanden. Wie die Verwendung der Satze von Ricci bzw. Sluse zeigt, ist N.20 nach
VII, 5 N.68 u. 69 entstanden. Einen weiteren Hinweis bietet das Scholium zur zweiten prop. 9 in N. 20:
Die darin enthaltenen Ausfiihrungen zum ,spatium absolute interminatum® setzen wohl Leibniz’ Uber-
legungen in Linea interminata vom April 1676 (VI,3 N.65) sowie Extensio interminata (VI,3 N.66)
voraus. Letzteres war urspriinglich auf dasselbe Blatt geschrieben worden wie Leibniz’ Exzerpt des Sat-
zes von Sluse (VII;3 N.65). Im Ende April/Anfang Mai 1676 entstandenen Stiick VII,5 N. 74 wird ein
Beweis fiir einen Spezialfall der Quadratur des Zykloidensegments ausgearbeitet, der auf der Quadra-
tur der zugehorigen Retorta beruht. In N. 20 formuliert Leibniz einen eigenen Satz iiber die Quadratur
des allgemeinen Zykloidensegments aus der zugehorigen Retorta (prop. 10) und leitet dann daraus die
Quadratur des speziellen Zykloidensegments (prop. 11) ab. Der Teil bis zur zweiten prop. 9 nach der
erginzten, nicht nummerierten prop. diirfte vor N. 22 entstanden sein, d. h. spétestens bis 4. Juni 1676.

Quadraturae Circuli Arithmeticae
Propositio Prima

»I1 per trianguli tres angulos totidem transeant rectae parallelae indefinitae, trian-
ygulum erit dimidium rectanguli sub intervallo duarum parallelarum et sub portione
ytertiae, inter angulum per quem transit, et latus angulo oppositum, si opus est,

,productum, intercepta, comprehensi.
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fig. 1 fig. 2

Sit triangulum ABC'. figura 1. et 2. per cujus tres angulos transeant rectae parallelae,
quantum satis est productae, AD, BE, CF. Duarum BE, C'F intervallum est C'E. Tertia
parallela AD cujus angulo A oppositum trianguli latus C'B, productum, si opus est,
occurrat ipsi AD in G. Ajo triangulum ABC rectanguli sub AG et CE dimidium esse.

Ad ipsam C'B productam quantum satis est, ex angulo opposito A. perpendicularis
ducatur AH. Duo triangula rectangula AHG, CEB, similia sunt, praeter rectum enim,
unum adhuc angulum, (:qui in triangulo rectangulo necessario acutus est:) aequalem
habent, ipsum HGA, ipsi CBE, quia duo anguli acuti ab eadem recta CBH vel CHB
ad duas parallelas AG, BE effecti utique aequales sunt. Ergo erit CE ad AH ut CB ad
AG, id est rectangulum CE in AG aequabitur rectangulo AH in C'B. At rectangulum
AH in CB duplum est trianguli ABC factum scilicet ex basi ejus in altitudinem. Ergo
et rectangulum C'E in AG trianguli ABC' duplum; sive triangulum ABC' rectanguli sub
AG et CE dimidium erit.

AHB
1 Neben fig. 2: CeB angle droit;,) eB et Cp. yA paralleles.
CE[B]

7 AH. (1) Angulus BGD vel HGA aeqvalis angulo CBE. Sunt ergo (2) duo L 16 |EB et erg. |
Cep. yH L dndert Hrsg.

10
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[Ubemrbeitete Fassung von prop. 1, gestrichen)]

»I1 per trianguli tres angulos totidem transeant rectae parallelae interminatae, tri-
yangulum erit dimidium rectanguli sub intervallo duarum parallelarum et portione
ytertiae intercepta inter puncta quibus angulo trianguli et opposito lateri, si opus
est producto, occurrit.

Sit triangulum ABC fig. 1. et 2. per cujus tres angulos transeant rectae parallelae in-
terminatae (: quantum satis est productae,:) AD, BE, C'F. Duarum ex his, (: pro arbitrio
assumtarum:) BE, C'F intervallum (:seu distantia minima:) est C'E. tertia ipsis paral-
lela AD quae occurrit triangulo in angulo A, latus huic angulo oppositum est C' B, quod
productum, si opus est occurrit ipsi AD (:etiam productae quantum opus:) in puncto
G. Occurrit, inquam, quod sic probo, si AD ipsi BC, producta productae, non occurrit
erunt parallelae; ipsi autem AD parallelae sunt EB. FC, ergo et hae ipsi BC parallelae
erunt, ergo eam non secabunt in punctis B vel C. contra hypothesin. Occurrunt
ergo sibi AD et BC in puncto G . Ajo triangulum ABC rectanguli sub
AG, et CF dimidium esse. Ex puncto A ad rectam BC' productam si opus est ducatur

8  Uber minima und am Rand jeweils: *

14 puncto G. (1) Ajo jam triangulum ABC rectanguli sub AG portione rectae AD si opus
est productae, inter puncta A, qvibus angulo trianguli, et G, qvibus lateri ad hunc opposito occurrit
rectanguli sub AG et CE dimidium esse. Ad ipsam CB productam gvantum satis est, ducatur | =* interlin.
u. a. Rand erg.| perpendicularis AH. Triangula AHG, CEB, rectangula sunt, ex constructione (: per * et
x%:), ergo anguli in ipsis, praeter rectum, ut HGA, EBC acuti. Porro hi duo anguli efficiuntur ab eadem
recta, (:latere scilicet BC, producto:) ad duas parallelas, AG, EB; duo autem anguli acuti ab eadem recta
ad duas parallelas facti, aeqvales sunt. Ergo anguli HGA, EBC aeqvales sunt. Ergo triangula rectangula
AHG, CEB similia sunt, eritqve CE ad AH ut CB ad AG, id est rectangulum CE in AG aeqvale erit
rectangulo AH in CB. At rectangulum AH in CB duplum est Trianguli ABC, factum scilicet ex basi CB
in altitudinem AH. Ergo et CE in AG huius trianguli duplum (a) erit. Qvod ostendendum sumseramus
(b), sive triangulum ABC rectanguli sub AG et CE dimidium erit (2) Ajo L

1-181,17 Leibniz hat die prop. 1 auf Bl. 1511r° {iberarbeitet und diese Fassung in N.51 zunéchst
weitgehend iibernommen, dann jedoch durch eine stark verkiirzte Version ersetzt; s. Lesart zu S. 522
Z.2.
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perpendicularis AG, manifestum est triangulum ABC rectanguli sub
A H altitudine, et B (C basi, dimidium esse, quare et rectanguli sub AG et
CE dimidium erit, si ostendamus rectangulo sub AH et BC', aequari rectangulum sub
AG et CE. 1d vero ita constabit: tres parallelae AD, BE, C'F ad ipsam BC' angulum
faciunt vel rectum, vel obliquum, si rectum, erit angulus C'BF, item AGH rectus, et
coincident puncta B et E, H et GG, ergo coincident etiam recta AG cum recta
AH, ac recta C'E cum recta CB, ergo et rectangulum sub AG et CFE
rectangulo sub AH et C B.Sin angulus quem parallelae faciunt ad ipsam
BC, sit obliquus habebimus duo triangula rectangula AHG, et CEB, ergo anguli in ipsis
praeter rectum, ut AGH, CBE, acuti sunt; porro hi duo anguli efficiuntur ab eadem
recta (:latere scilicet BC' producto si opus:), ad duas parallelas AG, EB. Duo autem
anguli acuti ab eadem recta ad duas parallelas facti, aequales sunt. Ergo anguli HG A,
EBC aequales sunt. Ergo triangula rectangula AHG, CEB sunt similia, eritque C'E
ad AH, ut CB ad AG, id est rectangulum CFE in AG , rectangulo
AH in CB aequale erit. Hoc ergo cum semper eveniat, et rectanguli AH in
CB dimidium sit triangulum ABC, ut diximus, etiam rectanguli CE in AG dimidium
erit. Quod ostendere propositum erat.

Scholium.

Cum infinitis modis in eodem triangulo et parallelae duci, et intervalla eligi pos-
sint, patet omnia rectangula hujusmodi etiam fore aequalia inter se, cum uni eidemque
triangulo duplo aequentur, ut Rectangula C'D in LB, CFE in AG, Ce in Ay si quae
sunt in duabus figuris 1. 2. in unum, eodem utrobique sumto triangulo ABC, conjuncta
intelligantur.

Porro Lemma quod demonstravimus, facile utique et in proclivi positum, sed quod
usus tamen habet late patentes, quoniam enim rectanguli et trianguli naturas in unum
conjungit, utique foecundius esse debet, quam si non nisi alterutram contineret. Ejus

enim auxilio figurae curvilineae etiam in triangula utiliter resolvuntur cum Cavalerius

21-23 ut ... intelligantur erg. L.

27 Cavalerius: B. CAVALIERI, Geometria indivisibilibus promota, 1635.
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aliique doctissimi viri, eas in parallelogramma tantum partiri soleant; generalem certe
in triangula resolutionem, quod sciam non adhibuerint. Sed haec clarius ex prop. ...

patebunt.

3-184,1 patebunt. | (1) invenire summam sive aream omnium simul Triangulorum super eadem
basi positorum verticesqve habentium in punctis qvibus circuli concentrici qvotcunqve aliqvot rectas

interminatas qvotcunqve in eodem centro convenientes secant.

fig. 3

Ut invenire summam triangulorum, 1BC, 2BC 3BC, 4BC etc usqve ad 20BC. gqvod brevissima regula

fieri potest, qvae inventu difficilis non est
idem est si vertices sint in intersectionibus parallelarum gvotcungve occurrentium aliis parallelis qvot-

2 prop. ...: prop. 7 S.197 Z.13-20. 4-184,31 invenire ... erit: vgl. VII, 1 N. 34 S. 210.
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cun(qve)

D
in fig. Triangula 1CD, 2CD. 3CD etc usqve ad 20CD; triangulo ACD, vicies sumto aeqvabuntur (3)
invenire summam triangulorum super data basi communi, verticibus in rectarum qvotcunqve intermi-
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Propositio Secunda

nSeries differentiarum, inter quantitates ordine perturbato dispositas, major est se-
yrie differentiarum, inter quantitates easdem ordine naturali aut minus perturbato

,collocatas.

Ordinem naturalem voco, cum proceditur a majori ad minus, vel a minori ad majus,
perturbatum cum modo ascenditur modo descenditur.
Sint quantitates ordine naturali dispositae:
A A+ B A+B+C
differentiae B C
summa differentiarum seu tota differentiarum series, B + C. lidem termini ordine per-
turbato dispositi:
A+ B A A+B+C
differentiae B B+C
summa seu series harum differentiarum, 2B + C'. major utique quam B + C, series prior,
idemque in serie 1{on)giore saepius perturbata saepius fiet. Ergo generaliter summa dif-
ferentiarum in ordine perturbato major quam in naturali, aut rarius perturbato, quod
asserebatur.

natarum convergentium; et circulorum concentricorum ex earum concursu descriptorum intersectionem
cadentibus qvod fiet si numerus punctorum multiplicat triangulum cuius eadem qvae (caeteris) basis,
vertex in centro sit; prod{u)ctum erit summa. quae summa aeqvabitur facto ex multiplicatione numeri
punctorum, (4) Unum hoc loco adjiciam, idem Lemma ad alia qvaedam |praeclara gestr.| theoremata
Geometrica condenda esse utile; aut etiam ad solvenda problemata sane (a) pulchra (b) elegantia (¢) non
vulgaria. qvale hoc est: centro A describantur circuli concentrici qvotcunqgve, secantes rectas interminatas
qvotcunqgve per centrum A transeuntes in punctis numero qvotcungve ut 20; idemqve fiat circa centrum
B, modo circuli circa B, non secent circulos circa A, jam punctis intersectionum 1. 2. 3. 4. 5. etc. (aa) 18.
(bb) 20. |item 21, 22 etc 40 erg. | velut verticibus, recta CD, ipsi AB parallela velut basi formentur totidem
triangula, 1CD. 2CD. 3CD, etc. usqve ad (aaa) 36CD (bbb) 40CD | qvae vitandae linearum confusionis
causa non omnia in figura designavi erg.| Qvaeritur horum triangulorum omnium summa, ajo haec
(aaaa) 36 (bbbb) 40 triangula aeqvare (aaaaa) triangulo ABC (bbbbb) parallelogrammo ABCD (aaaaaa)
decies octies (bbbbbb) tricies sexies sumto seu per numerum |20 erg.| qvi est triangulorum alterutrius
centri multiplicato. Cuius demonstrationem invenire, exercitium potius ingenii qvam tormentum erit
erg. u. gestr.| Propositio L 3 naturali (1) collocatas (2) aut L 7 Sint (1) termini (2)
quantitates L 16f. quod (1) erat propositum (2) asserebatur L

3 aut minus perturbato: Dieser Teil der Behauptung gilt i. Allg. nicht.
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Propositio Tertia

,In serie quotcunque quantitatum differentia extremarum non potest esse major

y,summa differentiarum intermediarum.

Sint quantitates A B C D E A E
differentiae f g h [ m
nempe differentia inter A et B sit f. inter B et C sit g. et ita in caeteris. Denique
differentia inter A et E extremas sit m. Ajo m non posse esse majorem quam f+g-+h+1.
Artic. I. Nam termini A. B. C. D. E. vel ordine naturali collocantur, vel perturbato.

8-186,1 peturbato; (1) si naturali, tunc | per prop. ... erg. | constat m esse idem qvod f4+g+h+1.

est enim in ordine naturali
A B C D E idem

quod A A+f A+4+f+g A+f+g+h A+4+f+h+g ascendendo scilicet a minori et majus;
vel idem,
quod A A—-f A—-f—-g A—-f—g—h A—f—g—h-—1descendendo a majori ad minus.
Utroqve casu differentia inter A et E erit f+g+h+1. nam priore cum E sit major gvam A tunc differentia
erit E— A, id est A, +f+g+h—+1,—A, vel f+g+h—+1 posteriore cum A sit major qvam E, erit differentia,
A — E, est autem E posteriore casu A —f —g—h —1, et —E erit —A+f+g+h+1 ergo A — E erit
A,\—A—i—f—l—g—l—h—i—lid est f+ g+ h + 1. Utrogve ergo casu, (2)in ordine naturali, per prop.

—-E
. differentia inter AetE, seu m, idem valebit qvod f+ g+ h + 1. summa differentiarum
intermediarum non ergo major. At
| Dazu am Rand:
(Propos)itio ...
In serie qvantitatum ordin{e) naturali collocatarum differentia extremarum est summa seriei diffe-
rentiarum
(a) qvantitates ordine naturali collocatae A. B. C. D. E continuo ab infima crescunt aut a summa
decrescunt, ergo ita poterunt exprimi A B C D E
(b) {(qv)antita(tes A) (aa) A+f A+f+g A+f+g+h A+f+g+h+1
(bb) A-—f A-f-g A—-f—g—h A—f—g—h-1

seu A B C D E
differentiae f g h 1
patet (aaa) E — A (bbb) A—E essef+g+h+1
Corollarium:

Si series decrescat in infinitum, terminus maximus aeqvatur summae differentiarum
Nam terminus minimus E est 0 ergo A — E est A. si naturali tunc constat m esse idem qgvod
f+g+h+1L
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Sinaturali tunc constat m esse aequale summae f+g+h-+[. Nam si alterutra extremarum,
ut A posita sit minima, altera ut F maxima, erit

series A B C D E

eadem, isti, A A+f A+f+g9 A+f+g9+h A+f+g+h+1

et differentia inter A et ' nempe m erit f+g+h-+1[. Idem esset si F esset minor quam A.
Ergo in ordine naturali, m, differentia inter Aet £, terminum
maximum et minimum.

Artic. II. At si ordo quantitatum A.B.C.D.E. sit perturbatus,
tunc major est series differentiarum f+g+h+[ quam siesset naturalis,
per prop. 2. majorergo quam differentia termini maximiet minimi,
quia, ut ostendimus artic. 1. ea differentia aequatur seriei differentiarum ordinis naturalis.

Artic. ITI. Quoniam autem in casu situs perturbati summa differentiarum interme-
diarum f + g+ h + [ major est quam differentia terminorum duorum, qui inter hos A. B.
C. D. E. maximi et minimi sunt, per artic. 2. erit et major quam differentia terminorum
duorum (a)liorum (quippe minus differentium quam maximus et minimus) ergo generali-
ter quam quorumcunque hujus seriei terminorum, ergo et major quam differentia inter A
et F/, seu major quam m. Ergo m minor erit quam f+ g+ h+1[. Cum ergo in casu ordinis
naturalis m sit huic summae aequalis [per| artic. 1, in casu ordinis perturbati minor, ut

hic ostendimus neutro casu major erit. Quod ostendendum sumseramus.

Scholium

Poteram propositione 2 et 3 carere, neque enim ad propositiones sequentes opus
habebam nisi casu trium quantitatum A. B. C. Malui tamen generaliter potius enuntiare

Nam si A B C D E
idem qvod A A+f A+f+g A+f+g+h A+f+g+h+1
differentiae f g h 1
erit m, idem qvod E — A id est f+g+h +1
Sin vero A B C D E
idem qvod A A—f A-f—g A—f—g—h A—f—g—h-1
differentiae f g g 1
erit m idem qvod A — E, id est rursus f+g+h+1. gestr. |

(3) SiL 15f. (a)liorum ... generaliter qvam erg. L
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et demonstrare. Praesertim cum hae propositiones usque adeo universales sint, ut nullam

omnino quantitatum varietatem morentur.

Propositio Quarta

,2Differentia duarum quantitatum non potest esse major summa differentiarum ter-

ybiae a singulis.

Nempe sint duae quantitates A. E. quarum differentia f[,) sit alia C, et differentia
inter A et C sit b. inter E et C sit d[,) ajo f non posse excedere b + d. Reducantur in
unam seriem

quantitates A C E A E.

differentiae b d f
Ergo res reducta est ad casum propositionis praecedentis; quippe quae omnibus sine
discrimine seriebus convenit quomodocunque perturbatis, brevibus ut haec quae tres
tantum terminos habet, aut productis, qualis est illa quam in exemplo propositionis
praecedentis adduximus quae quinque terminos habet. Adeoque, per prop. praeced. f
non potest esse major quam b+ d. Quod ostendendum erat.

1 demonstrare. (1) Mihi enim magni momenti videntur propositiones, qvae usqve adeo generales
sunt (2) praesertim ... universales | sunt andert Hrsg. |, ut L 2f. morentur. (1) Caeterum non inju-
cundum erit unico saltem exemplo in numeris experiri, sint

Qvantitates 4. 3. 2. 6. 9. 1000009
Differentiae 1. 1 4 3 1000000
| Daneben am Rand: 1000000 id est 1000000 — 9 sive 999991 |
(2) Certum est gvantuscunqve assumatur terminus ultimus, et gvantulicunqve assumantur primi (a)
semper (b) nungvam tamen differentiam inter primum et ultimum majorem fore gvam summas interme-
diarum, ut (3)
Propositio Qvarta

Differentia duarum qvantitatum non potest esse major summa differentiarum tertiae a singulis

Nempe differentia inter A et (a) C sit (g), sit tertia qvantitas (D) Differentia inter A et (D) sit (f),
inter C et D, sit (e). (b) E sit f, sit tertia qvantitas (C). Differentia inter A et (C) sit b, inter E et C, sit
d (4) Propositio L 12-14 brevibus |ut ... habet, erg.| aut productis, | gvalis ... habet erg. |
erg. L

10
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Propositio Quinta

,Differentia duarum quantitatum minor est summa duarum aliarum quantitatum,

,quarum una unius, altera alterius priorum differentiam a tertia excedit.

Schema ita stabit:

Quantitates A C E
Differentiae verae b d
minores quam: g h
Ergo ipsarum A E
differentia vera f

minor quam g+ h.

Nimirum ajo f differentiam quantitatum duarum A. E. minorem esse, quam sum-
mam duarum aliarum quantitatum, g. h, seu minorem quam g + h, si g excedat b dif-
ferentiam ipsius A a tertia C, et h excedat d differentiam ipsius F, ab eadem tertia C.
Nam ¢ est major quam b, et h major quam d, ex hypothesi, ergo g + h est major quam
b+ d. At f non est major quam b+ d per prop. 4. Ergo f est minor quam g + h.

Scholion

Has propositiones (quart)am et quintam, etsi valde claras attente consideranti, adji-
ciendas duxi tamen tum quod servient ad facilem admodum per sola polygona inscripta
sine circumscriptis demonstrationem apagogicam, qua propositione 7. utar, tum quod
operae pretium videatur ipsius per se differentiae proprietates considerare, qua-
tenus ab excessu vel defectu animo abstrahitur; cum scilicet non exprimitur, quaenam

ex differentibus quantitatibus altera major minorve sit.

3f. excedit. (1) lisdem qvae in propositione praeced. positis, f est minor qvam b + d. (a) ergo
et minor qvam summa duarum qvantitatum, gvarum una sit major qvam b, altera ma (b) per prop.
praeced. Ergo et minor gvam id gvod est majus qvam b +d. jam vero (aa) compositum ex majore gvam
b+ maj. qvam d. utiqve est majus (bb) summa duarum gvantitatum gvarum una major qvam b, altera
major qvam d utiqve est major qvam b 4+ d. Ergo f haec ipsa summa minus erit, qvod propositio asserit.
Nempe f differentiam duarum qvantitatum A. E. minorem esse, qvam summam e gvantitatibus qvarum
una excedit ipsam b, altera ipsam d. b, inqvam et d, differentias tertiae C a singulis A. E. (2) Schema L
13f. C. (1) Est enim f minor gvam b + d per prop. 4. ergo et minor q (2) Nam f non est major quam
b 4 d per prop. 4. ergo f minor est eo gqvod est maius qvam b +d, jam (8) Nam L 17f. consideranti,
| et prope per se notas gestr. | , adjiciendas L
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4T

3L

(w)

Propositio Sexta

[Hujus propositionis lectio omitti potest, si quis methodo indivisibilium contentus,

in demonstranda prop. 7. summum rigorem non desideret. |

2-191,3 Am Rand:

1 fig. 3: Der Punkt (u) wird nicht im vorliegenden Stiick, sondern in N.51 im geénderten Beweis
zur dortigen prop. XI (hier die zweite prop. 9) benutzt; s. S.211 Z.25-30 und N.51 S.547 Z.9-18.
3f. Die eckigen Klammern stammen von Leibniz selbst.
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»51 a quolibet curvae cujusdam propositae fig. [3.] 1C2C et caetera
,24 C puncto C' ad unum anguli cujusdam recti, T AB , in eodem
,cum ipsa plano positi latus, velut ad axem A1B2B etc. 4B ducantur ordinatae
snormales C B ad alterum latus A1T2T etc: 4T, tangentes CT , et
»,eX punctis occursus tangentium 7" agantur perpendiculares T D ad or-
,dinatas respondentes,et curva nova 1D2D etc. 4D perintersectiones
,2harum perpendicularium et ordinatarum transeat: Rursus si quaelibet in curva prio-
,re designata puncta proxima, ut 1C et 2C, etc., 3C' et 4C' aliaque quotcunque, rec-
yis inscriptis sive chordis 1C2C etc, 3C4C : jungantur,
,quae productae, C M eidem, cui tangentes, Anguli illius recti, lateri, AT,
,occurrant in punctis M quae cadunt intra puncta 7', ut 1M inter 17" et 2T, etc. 3M
minter puncta 37" et 47 etc. et ex his occursuum punctis, M similiter perpendi-
sculares 1M1N1P etc. 3M3N3P ad duorum punctorum 1C et 2C| etc. vel
,3C et 4C', etc. per quae transierant chordae inscriptae, ordinatas, nempe ad 1C'1N
»,1B,2C1P2B etc. vel ad 3C3N3B, 4C3P4B demittantur, quae ab ipsis, inde ab axe,
,portiones quasdam, 1B1N, etc. 3B3N resecent. His ita praescriptis ajo in
scurva puncta C inter 1C et 4C adeoque et puncta D inter 1D et 4D t am
,Sibi vicina, tantoque numero assumta intelligi posse,
L,ut spatium rectilineum gradiforme 1N1B4B3P3N2P2N1P1N,
sex rectangulis IN1B2B1P etc. 3(N)3B4B3P sub ordinatarum resectis portioni-
,bus 1B1N etc. 3B3N et intervallis 1B2B etc. 3B4B, comprehensis; compositum
,2ab ipso spatio Quadrilineo, 1D1B4B4D3D etc. 1D axe 1B4B; ordi-
yhatis extremis 1B1D, 4B4D et curva nova 1D2D etc. 4D comprehenso differat
Ls,quantitate minore quavis data. Et eadem demonstra-
L2410 locum habet in quovis alio spatio mixtilineo et
sgradiformi, continua rectarum ad quendam axem applicatione formatis. A d -
,eoque methodus indivisibilium, quae per summas li-

Jpearum invenit areas spatiorum pro demonstrata ha-

14  Unter ordinatas: NB

1 fig. ... erg. L 11f. gqvae ... etc. erg. L 17 inter 1C ... 4D erg. L
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,beri potest. Requiritur autem ut curvae 1C2C etc. 4C et 1D2D etc. 4D
Laut saltem earum hae, quas dixi, portiones sint ad easdem partes cavae et punctis

,reversionum careant.

Definitio

Puncta reversionum voco, in quibus coincidunt ordinata et tangens seu ex
quibus ordinata ad axem ducta, curvam tangit; talia sunt, in curva 1D2D etc. 4D5D6D,
puncta 4D. 5D. 6D. quia in illis curva cum antea descenderet ab A versus 4B nunc rursus
ascendit versus A vel contra. Quae differunt a punctis flexuum contrario-
rum ; quale est R, in quo tantum curva ex concava fit convexa et contra quae aliquando
non obstant; puncta autem reversionum ideo nocent, quia ita fit ut diversae ordinatae
ejusdem curvae, ut HS, H5D inter se ex parte coincidant, adeoque per summam ordina-
tarum certarum rectarum aliarum summa spatii iniri non possit; huic malo remedium est,
ut tota curva in tot dividatur portiones, quot habet puncta reversionum, hoc pacto singu-
lae portiones, ut 1D2D etc. 4D, 4D5D, 5D6D, nulla habebunt reversionum puncta inter

1 potest (1) Ponantur ita assumi puncta C ut portiones curvae 1C2C3C inter duo qvaelibet
puncta vicina interceptae sint singulae aut totae ascendentes, aut totae descendentes, non vero partim
ascendentes partim descendentes: qvod obtineri poterit, si in punctorum C. assumtorum numero sint
omnia puncta reversionum, si qva sunt. Hoc posito manifestum est curva (2) Ponantur ita assumi puncta
C, et per conseqvens et puncta D, ut portiones curvae 1D2D3D, inter duo vicina puncta interceptae, ut
portio 1D2D, vel 2D3D, sint singulae aut totae descendentes, aut totae ascendentes, non vero tales, ut
una eademqve portio partim descendat, partim vero rursus ascendat. Ascendere eam voco, cum versus
rectam AT procedit, descendere cum ad rectam 3B3C qvemadmodum facit curva 3D4D5D qvae ascendit
a 3D usqve ad 4D descendit vero rursus a 4D usqve ad 5D. cum contra curva 1DF2D descendat tantum
ab 1D per F ad 2D. Hoc autem ut qvaelibet portio curvae, ut 1D2D, 2D3D, etc; descendat tantum,
obtinebitur, si puncta 1D. 2D. 3D. 4D. 5D adeoqve ante omnia 1C. 2C. 3C, etc ita assumantur, ut in
numero punctorum assumtorum D. sint omnia puncta reversionum curvae 1D2D3D, si qva
habet. Vel etiam assumatur ea tantum curvae portio, 1D2D3D. gvae careat punctis reversionum; gvod
obtinebitur si curva dividatur in portiones per ipsa puncta reversionum, portiones enim inter duo puncta

reversionum vic | Dazu am Rand: extendiren die figur oben, was zur prop. ... 6. gehoret auff die andre
seite sezen gestr.| (8) Reqviritur L 2f. dixi, (1) partes, careant punctis reversionum
inter extrema puncta interjectis (2) portiones ... punctis (a) flexuum (b) reversionum careant; | qvod

fiet si ipsa puncta flexuum sint inter puncta divisionum. Puncta autem flexuum voco non tantum qvibus
ex concava fit convexa, sed et puncta reversionum, qvibus curva antea descendens mox incipit rursus
ascendere gestr.| L 4-192,3 Definitio ... aliarum gestr. u. durch Anmerkung Haec restituenda. wieder
gultig gemacht L 5 voco, (1) in qvibus curva ascendit (2) in L 5f. seu ... sunt, erg. L
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extrema sua interjecta, et in singulis locum habebit nostra propositio. Ex his autem illud
quoque patet curvam eandem habere posse puncta reversionum respectu ordinatarum ad

certum (axem), (alia vero) respectu aliarum.

Demonstratio propositionis sextae

Artic. I. Punctum 1M positum est inter puncta 17. 27'. ex constructione. Ergo et
recta IM1N1P cadet inter rectas 171D, 212D, seu recta 1 N1P perveniens de parallela
1B1N ad parallelam 2B2D, cadet inter duo puncta in his diversis parallelis posita 1D.
2D, ita ut a puncto 1D ad punctum 2D nulla possit duci linea, recta vel curva, quin
vel rectam 1N 1P secet alicubi in F', vel quin aut supra aut infra duas parallelas 1B1N,
2B2D evagetur, adeoque modo ascendat modo descendat, ut curva 1DQ2D descendens
ab 1D ad @, et rursus ascendens a ) ad 2D; vel curva 1DK2D ascendens ab 1D ad K,
et descendens a K ad 2D, quae adeo habebit puncta flexuum @) vel K. Sed talia puncta
flexuum non habet curva 1D2D, ex hypothesi, ergo portio curvae 1D2D
rectam 1N1P secabit in 1F . Eodem modo alia portio 2D3D rectam
2N 2P secabit in 2F'. etc.

Artic. II. Producta jam intelligatur 171D dum ordinatae sequenti 2B1FE2C' occurrat
in 1F. eodem modo 2T2D2F ordinatae sequenti 3B2FE3C occurret in 2F. His positis ajo
primum ipso rectangulo 1D1E2D quod vocabo complementa-
l e minorem esse differentiam inter Quadrilineum partiale 1D1B2B2D
1D et unum rectangulum ei respondens 1N1B2B1P quod
quia cum caeteris similibus, spatium gradiforme componit, vocabo Elementare.

Quod ita probo: auferatur ab utroque differentium, quadrilineo partiali, et rectang.

1-3 Ex ... aliarum erg. L 4f. sextae (1) Qvoniam curva 1D2D etc 4D caret
punctis reversionum, ideo a 1D ad 2D vel a 2D ad 3D transire non potest, qvin rectam 1N1P
positam inter 1D et 2D vel inter 2D et 3D alicubi secet, ut in 1F . alioqvi necessario
eam circumibit adeoqve modo descendet modo ascendet, ut facit curva 1DQ2D descendens ab 1D ad
Q et ascendens a Q ad 2D. vel curva 1DK2D ascendens ab 1D ad K, et descendens a K ad 2D. contra
hypothesin. (a) Rectam autem NP, ideo necessario secat, qvia ea posita est intra puncta 1D. 2D. qvoniam
et punctum M est inter puncta 1T. 2T. ex constructione. (b) Recta autem 1N1F. necessario posita est
intra puncta 1D. 2D. sive recta 1IM1N1P inter rectas 1T1DE, et 2T2D gvoniam et punctum 1M cadit
inter puncta 1T. 2T. ex constructione. Idemqve de caeteris 2N2P. etc. verum esse patet. Jam His positis
ajo primum ipso rectangulo 1D2E2D (2) Artic. I. L 18f. qvod vocabo (1) Differentiale
(2) complementale erg. L 19 partiale erg. L 20f. qvod ... Elementare
erg. L 22-193,1 differentium ... (Elementari) erg. L
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(Elementari) quod utrique commune est, scilicet (:quoniam per artic. 1. aliquod intel-
ligi potest punctum 1F':) Quinquelineum 1D1B2B1P1F1D quatuor rectis 1D1B, 1B2B,
2B1P, 1P1F, et curva 1F'1D comprehensum, tunc residuorum, trilinei 2D 1P1F
2D ex Quadrilineo partiali, et Trilinei 1D1N1F1D ex rectangulo Ele-
mentari; eadem utique differentia erit quae ipsorum totorum differen-
tium, Quadrilinei partialis et rectanguli elementaris. Genera-
liter enim eadem est differentia residuorum, quae totorum ex quibus sublata est quantitas
communis.

Artic. III. Suffecerit ergo ostendi differentiam horum duorum trilineorum, minorem
esse rectangulo complementali 1D1E2D. quod patet quia utrumque simul distincte, tri-
lineum scilicet, 1DIN1F1D et 2D1P1F2D adeoque et summa eorum intra rectangulum
hoc complementale cadit, majus est ergo rectangulum complementa-
le quam eorum summa, ergo et majus quam eorum differentia. Quare et majus quam
id quod per artic. 2. cum ea coincidit differentia intra Quadrilineum
partiale et Rectangulum ei respondens elementare supradic-
tum, quod primum probare susceperam.

Artic. IV. Eodem modo ut in artic. 3. probabitur Quadrilinei partialis sequentis
2D2B3B3D2D et rectanguli ei respondentis elementaris 2N2B3B differentiam minorem
esse rectangulo sequenti complementali 2D2FE3D: Et ita si alia quotcunque sequantur
vel interjiciantur. Itaque generaliter summa omnium differentiarum partialium, vel quod
idem est, differentia totorum, id est differentia summae Quadrilineorum partia-
lium omnium seu Quadrilinei totalis 1D1B4B4D3D etc. 1D, a summa om-
nium ejusmodi rectangulorum elementarium, seu a spatio rectilineo gradi-
formi IN1B4B3P3N2P2N1PIN minor erit quam summa omnium

1f. (:qvoniam ... 1F:) erg. L 4 partiali erg. L 4f. Elementari erg. L 6 partialis
erg. L 6 elementaris erg. L 9 Artic. III erg. L 10 rectangulo | (1) differentiali (2)
complementali erg.| 1D1E2D. L 12 hoc | (1) differentiale (2) complementale erg.| cadit L
12f. rectangulum |(1) differentiale (2) complementale erg.|qvam L 14 id...
coincidit erg. L 15 partiale erg. L 15 ei ... elementare erg. L 17 Artic. (1) III
(2) 1V L 17 ut in artic. (1) 2 (2) 3. erg. L 17 partialis seqventis erg. L 18 ei ... elementaris
erg. L 19 seqventi | (1) differentiali (2) complementali erg.| 2D2E3D L 20f. summa ... id est
erg. L 23 rectangulorum | elementarium erg. |, | (: sub ordinatis 1B1D, 2B2D, etc. et eorum intervallis
1B2B, 2B3B etc. comprehensorum, :) gestr. | seu L
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rectangulorum complementalium 1D1E2D etc. usque ad
3D3EA4D etc.

Artic. V. Horum rectangulorum, quae complementalia vocavi, basium 4D3FE, 3D2FE
vel 3E2L etc. usque ad 2D1FE vel 2L1L, summa aequatur ipsi 4D1L, seu differentiae
inter 1B1D vel 4B1L, et 4B4D primam scilicet et novissimam ordinatarum ad Curvam
1D2D3D[4D], quod eodem modo fieret, si quotcunque alia puncta ordinataeque interji-
cerentur. Itaque si jam ponamus horum rectangulorum complementalium altitudines seu
intervalla ordinatarum, 1D1FE (vel 1B2B) et 2D2E (vel 2B3B), usque ad 3D3E (vel
3B4B vel ¥4B) aequari, utique summa omnium rectangulorum complementalium, ae-
qualis erit rectangulo 14 D1L ex summa basium 1L4D in altitudinem communem 4 D;
vel si inaequales sint altitudines utique summa rectangulorum complementalium minor
erit rectangulo sub summa basium in maximam altitudinum; ponatur ergo altitudinum
harum maxima vel certe caeteris aequalis esse ultima 384 B, utique summa horum rect-
angulorum complementalium minor erit vel certe aequalis summae basium 4D1L ductae
in altitudinem maximam 3B4B vel 94D, seu rectangulo ¢¥4D1L.

Artic. VI. Quoniam Differentia Quadrilinei totalis et Spatii gradiformis minor est
summa rectangulorum complementalium per artic. 4. et summa rectangulorum comple-
mentalium aequalis est vel minor rectangulo 14 D1L. per artic. 5. Ergo Differentia
Quadrilinei totalis et spatii gradiformis, minor est rect-
angulo v4D1L.

Artic. VII. Porro hoc intervallum novissimarum ordinatarum 383D, 4B4D nempe
altitudo 3B4B sive 14D tametsi caeteris majus aut certe non minus sit assumtum inter-
vallis, tamen assignata quantitate minus assumi potest: nam ipso sumto utcunque parvo,
caetera sumi possunt adhuc minora. Quoniam intervallum earum pro arbitrio assumi
potest, et nulla est linea tam parva quin assumi possit adhuc minor. Posito ergo rectam
3B4B vel 94D assignata linea minorem sumi posse, quoniam in nostra est potestate
puncta 3D4D, aliaque sumere utcunque sibi propinqua, et numero quantolibet; sequetur

1 rectangulorum (1) differentialium (2) complementalium L 3 Artic
(1) IV (2) V L 4 ipsi 3DL, seu L dandert Hrsg. 7-14 complementalium erg. L viermal
1521 ¢ 4D1L |(1) neutro casu erit major (2) Adeoqve |per artic. 3. gestr.| Differentia
Qvadrilinei totalis et spatii Gradiformis |qvae per artic. 3. summae rectangu-
lorum complementalium minor est erg.| minor erit rectangulo ¥4D1L (8) Artic. V. (4)
Artic (a) V. (b) VI qvoniam ... artic. (aa) 3 (bb) 4. ... artic (aaa) 4 (bbb) 5. ... 4D 1L Artic. VII
erg. | Porro L
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et rectangulum ¢4 D1L , altitudinem habens quae data recta sumi possit mi-
nor, etiam data aliqua superficie reddi posse minus. Sit enim data
superficies; rectangulum S H A, si placet; assumatur ei aequale, vel eo minus rectangulum
©AD1L super basi 4D1L. Jam hac recta 4D minor sumatur ¥4D, erit rectangulum
14 D1L minus rectangulo ¢4 D1L. adeoque et spatio dato seu rectangulo SH A.

Artic. VIII. His jam ostensis demonstratio propositionis ita absolvetur: Differentia
Quadrilinei totalis et spatii gradiformis minor est rectangulo 4D1L per artic. 6. Et
puncta in curva tam exiguo intervallo tantoque numero assumi possunt, ut rectangulum
Y4D1L sit dato spatio minus, per artic. 7. Ergo eadem opera etiam differentia
hujus Quadrilinei et spatii gradiformis data quantitate
minor reddi potest. Q. E.D.

Siin alio quam nostro casu curva aliqua 1IN2N 3N per ipsa spatii gradiformis puncta,
1N, 2N, 3N transiisset, ut in communi methodo indivisibilium ubi figurae curvilineae
tantum in parallelogramma resolvuntur, fieri solet; longe facilior fuisset demonstratio.
Differentia enim spatii gradiformis, et mixtilinei 1N1B3B3N2N 1N constaret exiguis tri-
lineis IN1P2N1N, 2N2P3N2N, utique minoribus quam rectangula ipsis circumscripta
IN1P2N, 2N2P3N quae hic etiam vocabo complementalia, ergo et differentia dicta mi-
nor erit summa horum rectangulorum complementalium, summa autem horum rectan-
gulorum complementalium, nunquam major erit rectangulo ex summa basium, 1P1N,
2P2N, (: quae nunquam major recta 3D3N :) ducta in altitudinem unius si omnium al-
titudo aequalis est (ut in methodo indivisibilium communi assumi solet) vel si inaequalis,
in maximam. Ergo si maxima ponatur novissima, vel si omnes ponantur aequales dicta
differentia nunquam erit major rectangulo 2B3B3 N, cujus altitudo cum possit fieri quan-
tumlibet parva, etiam haec differentia inter spatium gradiforme et
mixtilineum dato aliquo spatio minor reddi potest.

2 minus, (1) majus autem est rectangulum ¥4D1L, qvam summa rectangulorum 1D1E2D,
2D2E3D, gvantuscunqgve sit eorum numerus vel eis aeqvale modo ex praescripto intervalla 1B2B, et
caetera minora ipso 14D sive 3B4B, vel aeqvalia ei assumta sint. Et summa horum rectangulorum major
est differentia Qvadrilinei totalis et spatii rectilinei gradiformis ut ostendimus. Ergo et rectangulum
13DL hac differentia majus est. Cum ergo puncta D. (adeogve et C.) tam vicina tantogve numero assumi
possint, ut fiat ¥3DL rectangulum, dato spatio minus, etiam differentia mixtilinei et spatii gradiformis
dato spatio minor reddi potest. Qvod erat Demonstrandum. (2) sit L 6-11 Artic (1) VIIL. (2) VIII

. artic. (a) 5 (b) 6. ... artic. (aaa) 6 (bbb) 7. ... Q. E. D. erg. L 13f. ubi ... resolvuntur, erg. L
17 qvae ... complementalia erg. L 18f. complementalium erg. L zweimal
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Jam summa rectangulorum elementarium, 1N1B2B1P. 2N2B3B2P etc. spatium
gradiforme 1N1B3B2P2N1P1N constituentium aequatur summae horum rectangulo-
rum, hic summae ordinatarum BN ad curvam 1N2N3N, ductae in altitudinem omnibus
communem seu ordinatarum intervallum semper aequale, ergo et spatium gradiforme
metiri possumus summa applicatarum ducta in intervallum duarum proximarum semper
aequale. Spatium autem Gradiforme eousque produci potest, ut differentia ejus a Mixti-
lineo fiat minor quavis data, ut etiam hic ostendi. Ergo si quid de summa Linearum, sive
area spatii gradiformis, ita demonstrari poterit, ut locum habeat utcunque producatur
spatium gradiforme, seu ut tum maxime locum habeat cum spatii gradiformis applica-
tarum intervalla quantum satis est exigua sunt; id etiam de Mixtilineo verum erit, sive
error si quis committi potest, erit minor quovis errore assignabili. Quare methodo
indivisibilium, quae per spatia Gradiformia seu summas
ordinatarum, procedit imposterum ut rigorose demonstra-

ta, uti licebit.

Scholium.

Hac propositione supersedissem lubens, cum nihil sit magis alienum ab ingenio meo
quam scrupulosae quorundam minutiae, quae saepe ostentationis plus habet quam fruc-
tus: nam et tempus quibusdam velut caeremoniis consumunt, et plus laboris quam ingenii
habent, et inventorum originem caeca nocte involvunt: quae mihi plerumque ipsis inventis
videtur praestantior. Quoniam tamen non nego interesse Geometriae, ut ipsae methodi ac
principia inventorum, tum vero theoremata quaedam praestantiora, severe demonstrata
habeantur; receptis opinionibus aliquid dandum esse putavi.

De caetero optarem scribi aliquando librum qui Euclidis continuati loco sit, et quem
possimus imposterum tuto allegare. Ut enim Euclides Elementa ac Principia eorum dedit

23-197,12 Dazu am Rand, in Hohe des Beginns des Absatzes: Hoc in praefationem.
und weiter unten: NB. Haec in praefatione meliora.

7 ut ... ostendi, erg. L 17 minutiae, (1) qvi perpetuam demonstrandi formam, ad veterum, ut
ajunt, morem compositam, a Geometra |ubigve gestr.| exiguunt; (2) qvae L

25f. Hoc ... meliora: Leibniz greift dieses Thema in den erhaltenen Entwiirfen fiir die Einleitung
nicht auf.
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artificierum quibus tunc utebantur Geometrae; ita novorum inveniendi instrumentorum,
quae inde ab Archimede ad nostra usque tempora prodiere, vim ac potestatem in unum
collectam, pleneque demonstratam Euclidi subjici, res scientiarum profectui necessaria,
nec autori ingloria erit: nam et ipse nomen suum cum Euclideo extendet in posteritatem;
et nos labore multiplici levabit, jam saepe apud alios demonstrata, et apud Geometras
elegantiores extra controversiam posita denuo demonstrandi. Quod tamen facere saepe
aut certe alios exscribere cogimur, quorum libri non sunt in omnium manu.

Jam si qualem descripsi, Euclidis continuatio habeatur, paulo liberius scribere pot-
erunt Geometrae, certitudine salva, et ratiocinationes per calculum aut indivisibilia pro-
cedentes pro demonstrationibus agnoscent. Quemadmodum jam Galilaeum, et Cavale-
rium et Guldinum, et Cartesium, et Wallisium, et Slusium, sed et aliquando Hugenium

fecisse video, quorum certe exempla pro apologia esse poterunt imposterum scripturis.

Propositio Septima.

»91 a quolibet curvae cujusdam puncto ad unum anguli recti in eodem plano positi
ylatus ducantur ordinatae normales, ad alterum tangentes, et ex punctis occursus
yhangentium agantur perpendiculares ad earum ordinatas, si opus est, productas;
»et curva alia per intersectiones harum perpendicularium et ordinatarum transeat,
»erit spatium inter axem ad quem ductae sunt ordinatae, duas ordinatas extremas
,et curvam secundam comprehensum, spatii inter curvam primam, et rectas duas
»ejus extrema cum anguli recti propositi centro jungentes, comprehensi, duplum.

Portiones autem lateris cui occurrunt tangentes, interceptas inter angulum et punc-
tum occursus voco Resectas et figuram ad curvam secundam, figuram resec-
tarum.

Sit fig. [3.] curva proposita 1C2C3C, a cujus punctis C' ad anguli recti TAB la-
tus AT ducantur tangentes CT, et ad alterum AB ordinatae normales CB. Ex T oc-

12f. scripturis | Definitio: Resectas voco A1T, A2T portiones rectae A1T2T ex puncto A in-
terminate productae, inde ab initio A usqve ad tangentium cuiusdam curvae, 1C1T, 2C2T, etc. occursum
sumtas Figura resectarum est 1DIB2B2D1D, (1) gvae ex harum A1T conflatur translatione
in 1B1D, 2B2D, et ad AB axem gvendam curvae per A (:ipsam AT in A normaliter secantem :) applica-
tione, in ordinatis curvae ad ax (2) conflatur, si ex iisdem curvae punctis unde tangentes ductae sunt erg.
u. gestr.| Propositio L 19 comprehensum, |qvod figuram Resectarum voco erg. u.
gestr. | spatii L 2024 duplum | Portiones ... resectarum erg. | (1) Ponatur non esse duplum,
et differentia inter unum duplum, et alterum simplum sit Z (2) Sit L

24 fig. [3.): s. S.189 Z. 1.
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cursibus tangentium, perpendiculares T'D ad ordinatas C'B demittantur, et per puncta
intersectionum D transeat curva 1D2D3D. Ipsas A1T, A2T, sive ipsas 1B1D, 2B2D
vocabo resectas. Ajo Spatium Quadrilineum 1D1B3B3D2D1D, parte axis, 1B3B,
ordinatis extremis 181D, 3B3D, et curva nova 1D2D3D comprehensum sive figuram
Resectarum, esse sectoris sive Spatii Trilinei 1CA3C2C1C', duabus rectis ex anguli
centro, A, ad curvae prioris extrema 1C, 3C' ductis, nempe A1C, A3C, et ipsa curva
priore, 1C2C3C, comprehensi, duplum.

Artic. I. Ponatur non esse duplum, et differentia inter Trilineum
duplum, et Quadrilineum simplum sit Z. Inscribantur ipsi curvae
1C2C3C polygona numero finita quotcunque libuerit, quantumque satis erit, et ultimum
ex ejusmodi inscriptis polygonis sit figura rectilinea A1C2C3C A, quod rectis ex centro
A ad curvam ductis A1C, A3C et rectis curvae inscriptis sive chordis 1C2C, 2C3C,
comprehensum est. Hae inscriptae producantur, ut antea tangentes, donec ipsi AT in
punctis 1M2M occurrant rectae productae, 2C1C1M vel 3C2C2M . Ex quibus punctis
M demissae perpendiculares IM1IN1P, vel 2M2N2P secent 1BIN1C' et 2B1P2C}; vel
2B2N2C et 3B2P3C in punctis 1N et 1P vel 2N et 2P.

Artic. II. Ponamus nunc inscriptionem Polygonorum eous-
que productam, donec Polygoni inscripti, AIC2C3CA diffe-
rentia a Trilineo 1CA3C2C1C; itemque Spatii rectilinei Gra-
diformis 1BIN1P2N2P3B1B. differentia a Quadrilineo 1D1B3B3D
2D1D, una quaeque singulatim, sit minor quam quarta pars
ipsius Z . Quod fieri posse de Polygonis constat ex demonstrationibus Archimedeis,
de Spatio vero Gradiformi et Quadrilineo, si quis rigorem desideret, inveniet demonstra-
tum prop. praecedenti.

Artic. III. Patet ex prop. 1. Trianguli A1C2C duplum esse rectangulum 1N1B2B,
et Trianguli A2C'3C duplum esse rectangulum 2N2B3B, et ita de caeteris, si qua sint.
Ergo et summa rectangulorum hujusmodi quotcunque seu spatium Gradifor-
me, duplum erit summae omnium ejusmodi Triangulorum seu Polygoni

inscripti.

2f. ipsas A1T ... resectas erg. L 22-24 Qvod ... praecedenti erg. L 25 1N1B2B2N L
andert Hrsg. 26 2N2B3B3N L dndert Hrsg.

22 Archimedeis: ARCHIMEDES, De sphaera et cylindro 1, prop. V1.
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Artic. IV. Jam differentia inter quadrilineum, quod vocabo Q. et spatium gradiforme,
id est ut probavi artic. 3, duplum polygonum inscriptum, quod vocabo P. minor est quam
quarta pars ipsius Z per artic. 2, et differentia inter duplum polygonum inscriptum, P, et
duplum Trilineum cui inscriptum est, quod vocabo T'. minor est quam duae quartae ipsius
Z (:quia inter ipsa simpla, ex artic. 2, differentia minor est quam una quarta:). Ergo
per propositionem 5. differentia inter Quadrilineum,Q. et duplum
trilineum, 7. minor est quam una quarta ipsius Z plus duabus, seu minor est
quam tres quartae ipsius Z .

Nam si ita stent
Quantitates Q P T

1 2

Differentiae minores quam ZZ ZZ

1 2
erit differentia inter (). et 7. minor quam é_lZ + ZZ . per dictam propositionem 5.

Artic. V. Quoniam ergo differentia inter Quadrilineum et duplum Trilineum minor
3
est quam ZZ per artic. 4 erit multo minor quam Z. ergo minor seipsa, (posita enim

est esse Z artic. 1). Quod est absurdum. Nulla ergo differentia assumi potest, cum Z
indefinita intelligi possit de qualibet adeoque trilineum duplum et Quadrilineum simplum

aequalia sunt, Q. E. D.

Scholium

Duo hic fortasse notari e re erit, unum circa demonstrationem, alterum circa pro-
positionem ipsam. Demonstratio illud habet singulare, quod rem non per inscripta ac
circumscripta, sed per sola inscripta, absolvit quod nescio an hactenus salvo rigore fieri
posse creditum sit; exemplum certe videre non memini. Sed et peculiaribus ad eam rem
opus fuit propositionibus, ac praeparationibus ut facile constabit examinanti. Equidem
fateor nullam hactenus mihi notam esse viam, qua vel unica quadratura perfecte de-
monstrari possit sine deductione ad absurdum, imo rationes habeo cur verear ut id fieri

possit per naturam rerum: ex omnibus tamen ad absurdum deductionibus nullam esse

8f. Z . (1) ergo multo minor gqvam Z, ergo minor seipsa, posita est enim esse Z. Qvod est ab-
surdum; nulla ergo differentia assumi potest, cum Z, indefinita, intelligi possit de qvalibet, adeoqve
Trilineum duplum et Qvadrilineum simplum, aeqvantur. Q. E. D. (2) nam L
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credo simplicem magis et naturalem et directae demonstrationi propiorem, quam quae
non solum simpliciter ostendit inter duas quantitates nullam esse differentiam, adeoque
eas esse aequales; (:cum alioquin, alteram altera neque majorem neque minorem esse,
ratiocinatione duplici, probari soleat :) sed et quae uno tantum termino medio inscripto
scilicet vel circumscripto, non vero utroque simul utitur, adeoque efficit ut clariores de
his rebus comprehensiones habeamus.

Quod ad ipsam attinet propositionem, arbitror nullam facile generaliorem extare in
geometria, usque adeo universalis est, ut omnibus curvis etiam sine regula, casu aut pro
arbitrio sine certa lege ductis conveniat, et data qualibet figura alias exhibeat infinitas,
quarum singularum dimensio pendeat ex priore vel contra. Sed et inter foecundissima
Geometriae theoremata haberi potest, nam hinc statim demonstrantur Quadraturae om-
nium Paraboloeidum aut Hyperboloeidum in infinitum, sive figurarum, in quibus ordi-
natae vel earum potentiae sunt in multiplicata aut submultiplicata, directa aut reciproca
ratione abscissarum, aut potentiarum ab abscissis. Et ut alias taceam Quadraturas in-
finitas, absolutas vel hypotheticas, Circulum certe ejus ope transformavimus in figuram
rationalem, et hinc Quadraturam totius Circuli pariter ac portionis cujuslibet arithmeti-
cam, et veram perfectamque arcus ex data tangente expressionem analyticam generalem
habemus. Quibus demonstrandis hic tractatus occupatur.

Porro cum clarissimi Geometrae, qui Conica universaliter tractare coepere, Desar-
gues et Pascalius, Ordinatarum ad Curvas nomine, comprehendant non tantum rectas
Parallelas, quales sunt 1C1B, 2C2B, 3C3B, ut vulgo fieri solet, sed etiam rectas A1C'.
A2C. A3C. quae omnes ad unum punctum commune A, convergunt (: quod vel ideo recte
fit quoniam ipsaemet parallelae sine errore pro convergentibus sumi possunt, ita tantum
ut punctum concursus earum seu centrum commune, infinite absit, quemadmodum alter
parabolae focus, aut vertex:). Hinc jam ope theorematis hujus nostri feliciter evenit, ut
harum quoque novarum ordinatarum nempe convergentium, usus possit esse ad quadra-
turas, utque figurae non tantum per ordinatas parallelas in parallelogramma 1C'1B2B.
2C2B3B. etc. ut a Cavalerio aliisque post ipsum fieri solitum est, sed et per convergentes

4 soleat:) (1) nam polygona simul inscripta et circumscripta hactenus ab omnibus adhibita sint;
(2) sed L 27f. 1C1B2B. ... est erg. L

19f. Desargues: G. DESARGUES, Brouillon project, 1639. 20 Pascalius: B. PASCAL, Essay pour
les coniques, 1640. 28 a Cavalerio aliisque: vgl. S. 181 Z.27 — S. 182 Z. 1.
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in triangula A1C2C. A2C3C. infinitis modis resolvantur prout varie assumitur punctum
A. Unde ingens novorum inventorum campus aperitur quorum hic elementa damus ex
quibus certum est, non pauca, neque his inferiora duci posse.

Definitiones.

Quid Resectas et figuram resectarum vocem explicui in ipsa propositione.

Segmentum voco spatium duabus lineis una curva altera recta comprehensum,
ut spatium AC'A comprehensum duabus lineis quarum una est recta AC, altera est
curva etiam AC. utraque punctis A. C. terminata. Eodem modo spatium A2C1CA est
segmentum comprehensum recta A2C', et curva A1C2C. Si curva haec esset arcus circuli,
foret spatium A2C'1C A segmentum Circulare, quod nomen cum huic spatio dudum tribui
soleat, ejus exemplo caeteras id genus portiones a figuris per rectas curvam duobus in

punctis secantes, abscissas, segmenta appellandas putavi.

Sector estspatium trilineum ut 1CA2C'1C duabus rectis A1C, A2C et una curva
1C2C comprehensum. Si esset 1C2C arcus circuli et punctum A centrum circuli, adeo-
que rectae A1C, et A2C, aequales, tunc utique etiam recepto more spatium 1CA2C1C
appellaretur Sector, cujus exemplo caetera etiam id genus spatia, ubicunque sit punctum
A, aut quaecunque sit curva putavi appellari posse sectores.

Hinc statim patet, si una ex lineis, ut A1C, evanesceret, et si puncta A, et 1C coinci-
derent ex sectore fieri segmentum, adeoque quae de sectoribus generaliter demonstrantur,
sine consideratione magnitudinis rectarum comprehendentium posse etiam applicari ad
segmenta; ut sequenti propositione exquisitius ostendetur.

Hinc figura resectarum duas habet species, figuram sectorum si extet recta A1C|,)
figuram segmentorum si evanescat. Figura sectorum est, qualem propositione 6.
et 7. descripsi [et] figura explicui, quam ideo hoc nomine appellari commode posse patet,

5 (1) Rectas qvae a tangentibus ex Anguli recti latere A1T2T inde a vertice resecantur; vocabo
imposterum Resectas.ut AIT. A2T. et figuram 1D1B2B2D1D earum ad axem A1B2B in punctis
1B, 2B ordinata applicatione factam, cum scilicet ipsae A1T, A2T transferuntur in 1B1D, 2B2D, etc.
voco figuram resectarum. (2) Qvid ... propositione erg. L 22f. Hinc ... evanescat erg. L

2 ingens ... aperitur: vgl. Fr. v. SCHOOTEN, Commentarii, 16569, DGS 1 S.170: ,,infinitae specula-
tionis campus aperitur.
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quoniam ejus portiones ordinatis comprehensae sunt sectoribus quas Z on as aliqui vo-
cant figurae cujusdam propositae, (: ex qua scilicet figura sectorum, modo in propositione
6. et 7. descripto generatur :) aequales vel proportionales. Nam portiones 1D1B2B2D1D,
2D2B3B3D2D, et similes, sunt aequales [duplis| sectoribus respondentibus 1CA2C'1C.
2CA3C2C.

Si curva generans sit arcus Circuli, et A ejus centrum, figura sectorum, eo casu
speciali nomine vocabitur Figura Angulorum, quia eo casu sectores figurae ge-
nerantis, adeoque et portiones figurae generatae, sunt angulis, ea quam explicabo ratione,
proportionales; quod infra peculiari propositione complecti operae pretium erit.

Si curva 3C2C1C'A continuata perveniat in punctum A, adeoque et curva 3D2D
1DA, hujus curvae figura appellabitur Figura Segmentorum, quoniam ejus
portiones inde a vertice A, ut A1B1DA, A2B2D1DA, sunt [duplis] segmentis, A1C' A,
A2C(1)C A etc. aequales, ut mox clarius patebit.

Ordinatarum nomine intelligi solent rectae parallelae ut 1B1C. 2B2C. etc. a
quolibet curvae 1C2C3C'. puncto, 1C. 2C'. etc. ad rectam quandam indefinitam, A1B2B.
etc. quae Directrix a quibusdam appellatur, ductae; alii simpliciter vocant paralle-
las, alii ordinatim applicatas; aliquando ordinatarum nomine stricte sumto intelliguntur
tantum ordinatae normales ad Directricem, et directrix vocatur axis quoniam tunc fi-
gura circa directricem velut axem gyrata, solidum generante, ordinata quaelibet circulum
generat basi solidi parallelum.

Aliquando voce laxe sumta, ut a Pascalio factum est in impressa quaedam de Conici
scheda, quae specimen majoris operis, inediti quidem, sed si quod aliud illius generis

9 Am Rand: Hoc citandum cum figura.

1f. qvas ... vocant erg. L 3 aeqvales vel erg. L

1 aliqui: vgl. Oldenburg an Leibniz, 12. (22.) April 1675, IT1I, 1 N. 495 S. 233. 9 peculiari propo-
sitione: prop. 12 S. 217 Z. 3—6. 21 a Pascalio: B. PASCAL, Essay pour les coniques, 1640, def. I (PO 1
S.[252]); vgl. Erl. zu N.14 S. 144 Z.3f. 22 majoris operis: Es handelt sich um die spéter verloren
gegangene Abhandlung Pascals iiber die Kegelschnitte, deren Manuskript Leibniz von Januar bis Ende

August 1676 ausgelichen hatte; vgl. seinen Brief an E. Perier, 30. August 1676, I1I, 1 N. 90 sowie PO II
S.215-243 u. VII, 1 N. 26.
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Geometricum, edi digni, fuit; per Ordinatas ut dixi intelliguntur et rectae convergentes
sive ab eadem curva, ad unum punctum velut centrum concurrentes, quod suos habet
usus sane praeclaros; quoniam plurima theoremata omnibus generalissimo hoc sensu
communia haberi possunt. Nos in hoc quidem argumento ordinatarum nomine parallelas,
et potissimum normales intelligemus. Quod semper ex subjecta materia satis apparebit.

Porro quando ordinatae parallelae ad quandam directricem ducuntur, tunc solet
assumi in directrice punctum aliquod fixum, ut A, et portiones directricis inter
punctum fixum, A, et occursum ordinatarum, 1B vel 2B, etc. comprehensae, solent vocari
Abscissae, aliqui vocant portiones Axis. Harum autem abscissarum usus esse solet,
ad explicandam curvae naturam per relationem abscissarum et ordinatarum inter se ut si
dicamus ipsas 1B1C, 2B2(C, esse inter se in subduplicata ratione abscissarum A1B, A2B,
vel quod eodem redit, si una tantum aliqua abscissa atque ordinata assumta dicamus
semper fore rectangulum sub A1B abscissa, et certa quadam recta constante, aequale
quadrato ordinatae 1B1C'; tunc curva A1C2C erit Parabola. Eodem modo si essent
ordinatae 1B1C, 2B2C' inter se in triplicata ratione abscissarum Al1B, A2B, vel quod
idem est, una tantum abscissa et ordinata assumtis, si cubus ab A1B abscissa, aequaretur
solido ex quadrato cujusdam rectae constantis in ordinatam 1B1C foret Curva, Parabola
Cubica.

Directrices conjugatas vel cum angulus rectusest, Axes conjuga-
t 0s voco, cum abscissae ex una sunt aequales ordinatis ad alteram, et contra, quod fit,
si modo eae sese intersecent in puncto fixo seu initio abscissarum, et una sit parallela
ordinatis ad alteram. Ut si sit curva 1D2D. et directrix sit A1B2B, et ordinatae ex
curva ad hanc directricem angulo quocunque inter se parallelae sint 1B1D, 2B2D at
abscissae ex directrice sint A1B, A2B, denique per initium abscissarum A, transeat
AT, ipsis 1B1D, 2B2D parallela, ea erit directrix conjugata; nam in ipsa A17T aequalis
ipsi 1B1D ordinatae ad directricem priorem, 181D poterit sumi pro abscissa, et 171D,
aequalis A1B abscissae ex directrice priore, erit ad conjugatam directricem ordinata.
Haec consideratio magnos habet usus in omni Geometria, sed inprimis in materia de

Quadraturis.

14 1B1D L dndert Hrsg. 19f. vel ... conjugatos erg. L
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Trilineum orthogonium velaliquando simpliciter Trilineum, cum quibus-
dam, voco, spatium axe, ordinata aliqua normali, et curva comprehensum, ut A2B2C
1C'A. comprehensum axis portione seu abscissa A2B, ordinata 2B2C' et curva A1C2C.
Itaque necesse est ut perveniat curva usque ad axem, axis portionem A2B, vocare solent
altitudinem, ordinatam trilineum terminantem, 2B2C, basin. Rectangu-
lum autem circumscriptum, quod communem habet altitudinem cum Figura,
basin vero aequalem maximae ordinatae; quodsi maxima ordinata est ultima, tunc Rect-
angulum Circumscriptum eandem habet basin et altitudinem cum trilineo orthogonio,
et a R. P. Honoratio Fabrio vocatur isoparallelum quod etiam ad trilinea non-
orthogonia, et parallelogramma ipsis circumscripta extendi posset; et manifestum est
semper hoc isoparallelum ex quatuor rectis, duabus scilicet ordinatis, et duabus ab-
scissis, utriusque scilicet Directricium conjugatarum, constitui, quoniam semper abscissa
unius directricis ordinatae ad alteram relatae, aequalis et parallela est. Ita Trilinei ortho-
gonii A2B2C1C A, Rectangulum isoparallelum est A2B2C2GA. Complementum
Trilinei Orthogonii,seu Trilineum complementale vocant, quod
Trilineo orthogonio adscriptum Isoparallelum complet; ut si trilineo Orthogonio A2B2C'
1C' A adscribatur Trilineum complementale A2G2C'1C'A. constituetur rectangulum cir-
cumscriptum, Isoparallelum A2B2C2G. Unde sequitur ea sibi mutuo complementa esse,
et esse ad directrices conjugatas, et eandem curvam habere communem; et ubi unum est
concavum, ibi alterum esse convexum; et altitudinem unius aequari basi alterius et con-
tra, aliaque id genus quae cuivis manifesta sunt. Intersectio directricium conjugatarum,
seu Trilineorum se mutuo complentium initium commune, vel si uno tantum loquamur,
punctum in quo ordinata unius ex Trilineis fit infinite parva sive evanescit, et curva ad
axem pervenit, solet appellari vertex trilinei, qui semper etiam est punctum fi-
xum seu initium abscissarum, sed non solet appellari vertex curvae, nisi quando
alterutra directricium in eo curvam tangit.

Per Summam rectarum ad quendam Axem applicatarum,
intelligimus figurae perpetua applicatione factae aream, ut si dicam summam omnium

AT ad axem AB, intelligo figuram ex omnibus AT, in respondentibus AB, axi ordine

9 a (1) nonnullis (2) R. P. L

1f. cum quibusdam: vgl. Bl. PASCAL, Traité des trilignes rectangles, 1658 (PO IX S.3-45).
9 vocatur: H. FABRI, Synopsis geometrica, 1669, S. 315.
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applicatis factam, ut A1T translata in 1B1D et applicata ad A1B, et ita de caeteris.
Explicandus autem est angulus applicationis, qui solet intelligi rectus. Sed nec necesse
est ut applicatae ipsum axem attingant, ut summa differentiarum inter AT et BC, quae
aequantur ipsis DC', dabit aream figurae 1D1C2C3C3D2D1D. Hae autem loquendi for-
mulae permissae erunt, supposita indivisibilium methodo, seu dimensione arearum per
summas linearum, demonstrata, per ea quae diximus prop. 6. Prorsus quemadmodum
permissum erit figuras quales descripsimus prop. 6. et 7. quoties curva 2D1D A in angulum
A. pervenit appellare figuras segmentorum, ubi demonstratum erit segmentis curvarum

generantium esse proportionales; quod nunc faciemus.

Propositio Octava

,2lisdem quae in propositione praecedenti positis, si curvae 3C2C1CA, 3D2D1DA in
yipsum angulum rectum A pertingant et trilineum orthogonium ad curvam genera-
ytam, constituatur A3SB3D2D1DA cujus vertex sit angulus ipse, A, axes conjugati,
Jatera anguli AB, AT, altitudo A3B, sit portio axis AB ad quem applicantur
yordinatae curvae generantis BC', basis vero 3B3D, alicujus ex ordinatis generantis,
,ut 3B3C productae si opus est, portio; tunc erit trilineum hoc orthogonium aequale
,duplo segmento A3C2C1C A, quod curva generante, 3C2C1C A et recta A3C' ab
»angulo recto supradicto A, ad 3C intersectionem basis 3B3D3C' et curvae generan-
,tis, perveniente continetur.

,Brevius: lisdem positis quae in propositione praecedenti, eadem locum habe-
,bunt, licet initium utriusque curvae in angulum rectum incidat et puncta 1B, 1C),
»,1D inter se et cum puncto A coincidere intelligantur, adeoque figurae,
,quam voco Segmentorum, portio seu trilineum orthogonium
Z2A3B3D2DA aequale erit duplo segmento figurae generan-
Jis, A3C2CA.

Hoc uno verbo confici potest ex eo quod quae demonstravimus prop. 7. generalia
sunt, adeoque locum habent, utcunque parvae sint rectae A1C, A1B, 1B1D, 1B1C ac

12f. Non omnia scribenda majusculis.

11 (1) lisdem qvae in propositione septima positis (2) Si duae (8) Si curva in axium conjugatorum
intersectionem perveniat (4) lisdem L 11 si (1) curva in ipsum angulum rectum A pertingat qvae
ex ea generabitur modo descripto in eum etiam perveniet, (2) curvae L 12f. generatam, (1) aeqvale
erit duplo (2) constituatur L
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proinde et si sint nullae, sive etsi puncta coincidant, ubi sector 1C'A3C2C'1C' degenerabit
in segmentum A3C2C A, et quadrilineum sive zona, hujus sectoris dupla 1D1B3B3D
2D1D degenerabit in trilineum orthogonium A3B3D2DA. Ergo hoc trilineum hujus
segmenti duplum erit. Si quis tamen majorem rigorem desideret, huic non ideo minus
satisfaciemus. Neget esse duplum, et inter unum duplum, alterum simplum sit differentia
Z.

Assumatur recta A1B, tam parva, ut rectangulum A1B1C27T sit minus quam quarta
pars ipsius Z, ergo et quae intra ipsum sunt, segmentum exiguum A1CA, et trilineum
exiguum, A1B1DA, erunt minora quam quarta pars ipsius Z. Jam Segmentum exiguum
est differentia Segmenti magni, A3C2C A, et sectoris 1CA3C2C1C; item trilineum exi-
guum est differentia Trilinei magni A3B3D2DA, et Quadrilinei 1D1B3B3D2D. Ergo
erit
Determinatio primal:] differentia inter Segm. Magn. et
Sectorem seu ipsum Segm. Exig. est minor quam g,
4 per proxime dicta.
Determinatio secunda[:] differentia inter Trilin. Magn. et

A

Quadrilin. seu ipsum Trilin. Exig. minor quam 1 J

1 si (1) coincidant. Qvo facto (2) sint (a) infinite parvae (b) nullae L 4 tamen (1) infinite

Z
parvi no (2) lineam infinite parvam ferre non possit, (3) majorem L. 7 qvam (1) T e1go et qvae intra
ipsum sunt, (a) ut segmentum A1CA, et trilineum orthogonium A1B1DA erunt minora gvam 5 Ergo

Z
(b) erunt minora qvam ™ (aa) differentia inter segmentum (bb) nempe segmentum exiguum A1CA, (aaa)

differentia inter segmentum assumtum A3C2CA, qvod vocabimus s. et sectorem 1CA3C2C1CA, qvem
vocabimus, o> (bbb) qvod vocabimus (aaaa) e qvodgve es (bbbb) or, differentia inter segmentum assumtum
A3C2CA, qvod vocabimus s. et sectorem 1CA3C2C1CA, gqvem vocabimus, e; itemqve trilineum exiguum,
A1BI1DA, gvod vocabimus 6, qvodqve est differentia inter Trilineum assumtum (2) qvarta L 9 gqvam

Z
(1) 5 (2) qvarta L  9f. exiguum (1) differentia est inter magnum (2) qvod vocabo S E , differentia est

inter segmentum magnum A3C2CA, qvod vocabo S M , et sectorem 1CA3C2C1CA, qvem vocabo S C
(etiam) trilineum exiguum | qvod vocabo T E erg. | differentia est inter Trilineum magnum A3B3D2DA,
qvod vocabo T M et gvadrilineum 1D1B3B3D2D, qvod vocabo Q. (3) est L 12f. erit (1) SM — SC

Z 27 Z
seu SE minor qvam 5’ et 2SM — 2SC seu 2SE, minor qvam N et TM — Q seu TE minor qvam 5 seu

TM — 2SM (2) Determinatio L
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Jam ex determinatione prima sequitur

plum

Determ. 3. Differentia inter 2 sectorem et 2 Segm. Magn. min. quam T Et quoniam

per prop. 7. Quadrilineum aequale duplo sectori, hinc ex determ. 2. sequetur quarta:
A
Determ. 4. differentia inter Trilin. Magn. et 2 Sect. min. quam 1 Ex determinatione 3.

et 4. orietur schema sequens:

Quantitates: Trilin. Magn. 2 Sect. 2 Segm. Magn.
. . . A . 27
Differentiae: min. quam —- min. quam —-
e . : - N 27
Ergo per prop. 5: Trilinei magni et dupli segmenti differentia minor est, quam 1 + R

3 . . . . .
seu quam ZLZ . Ergo multo minor quam Z. Ergo minor seipsa, posita est enim esse Z,

quod est absurdum, nulla ergo supponi potest differentia Z. Adeoque Trilineum magnum
nempe A3B3D2D A aequale erit duplo segmento A3C2C A. Quod erat demonstrandum.

Scholium

Haec ideo minutim exposui, ut viri docti agnoscant quam nullo negotio severe de-
monstrari queant, quae illis suspecta videntur, quo possint imposterum Geometrae his

minutiis tuto supersedere, cum similis ratiocinatio inciderit.

Propositio Nona

,Si Trilineum figurae segmentorum cadat intra Trilineum figurae generatricis, dif-

yferentia eorum, seu figura duabus curvis in vertice concurrentibus et differentia or-

24  Daneben: Transponantur tertia in locum quartae, et contra.

27 27
2 qvam (1) - (2) i L 17 (1) Differentia fig (2) Excessus figurae generatricis super figuram

segmentorum, sive qvod idem est summa excessuum ordinatarum figurae generatricis super ordinatas
figurae segmentorum, aeqvatur complemento Trilinei figurae generatricis In eadem semper figura, ajo
spatium 3C3D2DA2C3C duabus curvis A2D3D et A2C3C, unaqve (3) Si ordinatae figurae generatricis
sint majores ordinatis figurae seg (4) Si Trilineum (a) figurae (b) |orthogonium gestr. | figurae L

17 intra (1) generatricem (2) Trilineum |orthogonium gestr. | figurae L
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y,dinatarum comprehensa, aequalis est Complemento Trilinei figurae generatricis,

»seu aequalis est differentiae ejus a rectangulo circumscripto.

In eadem semper figura, quoniam trilineum A3B3D2D A, cadit intra trilineum A3B
3C2CA, ajo differentiam eorum, seu figuram A2D3D3C2C A, comprehensam duabus
curvis A2D3D, A2C3C, et recta 3D3C, differentia ordinatarum 3B3C, et 3B3D aequari
ipsi A3G3C2C A, complemento trilinei A3B3C2C A, seu differentiae ejus a rectangulo
isoparallelo vel circumscripto A3B3C3G.

Super segmenti A3C2C' A chorda sive subtensa A3C', aliud in alteram partem consti-
tuatur segmentum, A3C'V A, priori per omnia simile, similiter positum, et aequale. Osten-
sum est prop. 8. spatio ex his duobus segmentis composito AV3C2C A aequari trilineum
figurae segmentorum A3B3D2DA. Ergo si ab eadem figura generatrice, A3B3C2C A, au-
ferantur aequalia, hinc duplum segmentum, AV3C2C A, ut restet Trilineum A3B3CV A,
illinc figura segmentorum, A3B3D2D A, ut restet figura bi-curvilinea A2D3D3C2C A, se-
quetur haec duo residua, figuram scilicet bicurvilineam, et Trilineum A3B3CV A, id est
huic Trilineo per omnia simile et aequale Trilineum complementale A3SG3C2C' A aequari.
Quod ostendere propositum erat.

Prop. ...
,Trilineum DCBOD (fig. ...) seu Trianguli DCB, tangente C'D, axe occursuum

»seu conjugato BC, et chorda DB comprehensi excessus super segmentum BDOB
,dimidium est trilinei BFGB. quod figurae segmentorum BEGB complemento est.
Nam triangulum DCB dimidium est rectanguli BEGF (quia eadem basis BC' vel
BF et altitudo BE) quare si a rectangulo BEGF' auferatur figura segmentorum BEGB
ut restet BFGB, et a dimidio rectangulo seu a triangulo DC' B, auferatur dimidia figura

17-209,2 Mutandae puto literae.

17-209,2 prop. ... BFGB |qvod restaret si a toto rectangulo BEGF tota figura segmentorum
BEGB fuisset subtracta. gestr.| erg. L

17 Prop. ...: vgl. N.51 prop. X S.545 Z.3 — S.546 Z.6. 18 fig. ...:s. N.51 fig. 9 S.545 Z. 4.
N.21 Fig. 1 S.258 Z.17 konnte einen Ansatz zur hier fehlenden Figur darstellen.
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segmentorum seu (per prop. ...) ipsum segmentum DBOD restabit trilineum DCBOD
dimidium ipsius BFGB.

Propositio Nona.

»A figura curvilinea data utcunque exigua portionem abscindere cujus duplo exhi-

,beatur aequalis figura longitudinis infinitae, infinitis modis.

Quantulacunque sit figura curvilinea, utique infinitis modis aliquod curvae ejus
2C3C4Cu punctum eligi potest, ut p ad quod duci potest tangens, puA, et ad hanc
tangentem perpendicularis intra figuram; 2By ita ut abscindi possit a figura trilineum
orthogonium 2C2Bu4C3C2C, ajo hujus duplo aequalem posse exhiberi figuram infini-
tam, et ostendi modum exhibendi. Per aliquod rectae 4Bpu, productae si ita libuerit,
punctum A, ducatur perpendicularis, AT, parallela scilicet tangenti puA. et ex curvae
2Cu, 3C, 4C punctis ducantur tangentes quae ipsi AT, occurrant in punctis 37, 47,
et similibus, et ex punctis occursuum demissis perpendicularibus ut 373D, 474D ad
3B3D, 4B4D ordinatas tangenti puA parallelas, si opus est productas, idque perpetuo
factum intelligatur, ut in prop. 7. a puncto 2C' usque ad punctum g. habebimus spatium
infinitum 2D2BuA\34D[3D2D], duabus lineis rectis finitis 2D2B, et 2B, duabusque li-
neis infinitis una curva, in infinitum procedente, 2D3D4DJ, altera recta, ipsi asymptoto,
1A, comprehensum.

Artic. 1. Porro primum Curvam 2D3D4Df infinitam esse patet
quia quanto propius aberit punctum ut 4C' a puncto u, hoc longior erit recta A4T, et
si qua detur linea recta finita, poterit semper punctum ut 4C, tale tamque propinquum

5f. modis (1) Qvantulacungve sit figura curvilinea, utigve in ea duci potest recta, secans curvam
in duobus punctis, idgve infinitis, modis. Eligatur earum una, qvae cum curvam secet in duobus punctis,
abscindet ab ea segmentum, recta secante, et curvae portione absecta, comprehensum. Hoc segmentum
in eadem semper figura repraesentetur per spatium Au3CA recta secante Apu, et curva A3Cu compre-
hensum; a rectae Ap puncto A, ad easdem cum segmento partes ad angulos rectos educatur, AT, ad
(2) Qvantulacunqve L 18f. comprehensum. (1) Curvam autem (2) Rectam autem p), ipsi curvae
asymptoton esse, sive nuspiam occurrere, patet, qvia (8) Artic. L

1 prop. ...: prop. 8 S.205 Z.10-25. 3 Nona: Leibniz hat in der Zahlung der Propositionen
die 9 versehentlich doppelt benutzt, so dass ab jetzt einschlielich der eingeschobenen Proposition die
Nummerierung um 2 zu niedrig ist. 7 2C3C4Cu: Leibniz bezieht sich ab hier wieder auf Fig. 3 S. 189
Z.1. 16 2D2BuAB4D[3D2D]: Leibniz verwechselt hier und im Folgenden punktuell 8 mit 6.
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puncto pu, mente designari, ut ipsa A4T vel ei aequalis 4B4D, sit data linea recta finita
major.

Artic. 2. Adeoque curva 4D§, procedet in infinitum versus \, semperque
magis magisque descendet ad rectam p)\, prout punctum in curva
4C ipsi p propius assumitur.

Artic. 3. Nunquam tamen ad rectam pA perveniet, nam si ad eam perveniret in
puncto aliquo ut A, ipsa pA, foret ordinata ad curvam, adeoque aequalis ipsi A...T" imagi-
nariae, inter A, et punctum ...7T" imaginarium quo tangens ex p ducta ipsi A...T" occurrit
interceptae, quod punctum impossibile est, quia cum pA sit ipsi AT parallela, ex con-
structione, nuspiam occurret, adeoque nec recta pu A tangens in g uspiam
occurret curvae 2D3D4D( . Quoniam ergo curva in infinitum per artic. 1.
accedit rectae pA per artic. 2. nec tamen eam attingit per artic. 3. ipsa p A curvae
2D3D4DF erit asymptotos.

Superest ut ostendam spatium longitudine infinitum 2D2Bu\ etc. 84D3D2D ae-
quari duplo Trilineo orthogonio 2C2Bu3C2C. Porro ut hoc exacte ostenderem, nulla

14-212,7 Daneben am Rand: Est paralogismus satis subtilis idque apparebit si in
formam redigatur. Occasio autem detegendi praebita a spatiis hyperbolicis seu reciprocis

infinitis.
A 1G 2G 3G
" gl
3
1B—1C

Demonstro esse 1C1B2B2C1C ad 1C1G2G2C1C ut numerus ad numerum. Eadem-
que regula praecedens continue versus AG semper tantundem uni dabit, quantum dat
alteri conjugatae quod cum semper fiet durante motu, et ultimum motus momentum

nihil addat adimatque ergo semper ita erunt; et totum asymptotum 1C1GM3C2C1C ad

14f. aequari ... 2C2Bu3C2C": Die unendliche Flache 2D2BuX64D3D2D ist gleich dem Doppelten
des Trilineums 2CAu3C2C, wie Leibniz im Folgenden zeigt. Leibniz wiederholt den Fehler im Beweis zu
prop. XI in N.51.
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mihi occurrit ratio commodior, quam quae absolvitur per motum aliquem possibilem
suppositum. Cogitemus ergo esse in puncto A defixam lineam quandam materialem, vel
si placet alligatum funem, qui initio protensus sit usque ab A in 2C', ibique occurrat regu-
lae rigidae 2B2C"y, quae secundum axem AB, descendere sive fluere potest, in 3B3C3N,
servato semper parallelismo. Ponamus funem manu regi, semperque extendi et prolon-
gari posse, manu per curvam 2C3C4C descendente, funemque tensum et prolongatum
secum ducente atque regulam mobilem 2B2Cy sibi obstantem depellente, ita ut manu
veniente in 3C, cum fune protenso A3C, regula mobilis 2B2C~y defluxerit in 3B3C3N,
et fune veniente in situm A4C, regula veniat in 4B4C3P, et ita porro donec funis pariter
et regula deveniant usque ad p. His ita constructis ita ratiocinor: durante motu, portio
figurae infra rectam 2B2D et inter curvam 2D3D4D et axem 2B3B4B etc. compre-
hensa, quam regula mobilis supra se relinquit, semper dupla est, sectoris, quem funis a
sectore toto 2C A2Bu4C3C2C" abscindit. Nempe cum funis pervenit in A3C, et regula
in 3B3C, tunc figura 2D3B3D2D quam regula supra se reliquit est dupla portionis a
sectore totali abscissae, seu sectoris 2C A3C2C, per prop. 7. idemque perpetuo fiet donec
motus cesset, quod non ante fit, quam cum funis et regula pervenere in . neque punc-
tum ullum inter 2B et p assignari potest, quo haec aequalitas desinat; cum ergo usque
ad momentum quo cessat motus duplae semper rationis spatia eo quo dixi modo supra se
relinquant regula et funis, ipso cessationis momento duplae quoque rationis spatia
supra se reliquisse deprehendentur, alioqui contra id quod diximus aliquando ante

totum 1C1BAM3C2C1C ut numerus ad numerum ergo semper finita, et in Hyperbola
aequalia. Q. E. absurdum nam in Hyperbola differunt utique rectangulo A1B1C1G; ergo
error in tali ratiocinatione. Itaque asymptotorum non procedit contemplatio in rigorosis,
nec inventio summae, sed tantum in sumendo spatium quod absit infinite parva distantia.

Dariiber: Sed hoc non aliter fieri potest (:ne quis hic erret:) nisi ponatur recta pA
non esse ipsi AT omnino parallela, sed ad eam nonnihil inclinata, nec proinde curvae
D¢ asymptotos, sed ei occurrens, alicubi ut in A, licet A absit infinito abhinc inter-
vallo. Id est recta puA erit quidem infinita sive quavis designabili major, sed non
interminata. Hoc posito utique ex prop. 7. spatium 2D2BuAé2D ex. gr. infinitum
ipsius finiti 1C1Bp4C1C duplum erit. Quod asserebatur.

10 ratiocinor: (1) pars spatii asymptoti longitudine infiniti inter 1D1B, (2) durante L
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cessationem motus, id facere cessassent, (cum ultimum motus momentum solum nullam
varietatem afferat nec spatium ullum adjiciat adimatve). Deprehenditur autem regula
2B~ cum pervenit in pé, supra se reliquisse spatium longitudine infinitum 2D2BuA\
etc. f4D3D2D, et funis, sectorem totum 2C ApudC3C2C, spatium ergo hoc longitudine
infinitum hujus sectoris duplum erit. Porro cum punctum A imo et punctum p, aliud
semper atque aliud sumi possit, ut alia taceam, idem infinitis modis praestari posse
patet.

Scholium

Admiranda est contemplatio de spatiis longitudine infinitis, magnitudine tamen fini-
tis. Veteribus, quod sciam nihil tale innotuit, et satis ipsis mirum videbatur, esse quasdam
rectas asymptotos, quae magis magisque ad curvam accederent, nunquam tamen ad eam
pervenirent. Primus ut puto Torricellius solidum Hyperbolicum acutum infinitum dimen-
sus est, et ad Cubum quendam reduxit: in plano P. Gregorius a S. Vincentio spatium
infinitum inter duas Hyperbolas certa quadam ratione comprehensum quadravit, et Vir
suo merito celeberrimus, Christianus Hugenius spatium Cissoidale infinitum ad circulum

revocavit. Et Geometra eximius Joh. Wallisius ostendit quomodo innumerae sint Hyper-

9f. An autem hujusmodi quantitates ferat natura rerum, Metaphysici est disqui-
rere; Geometrae sufficit, quid ex ipsis suppositis sequatur demonstrare. Multa hic dicere
possem, exemplis elegantibus atque exquisitis illustrata, si locus iste, aut otium meum
pateretur.

1f. cessassent, | (cum ... adimatve) erg.| (1) qvod impossibile esse ostendimus. At vero ipso ces-
sationis momento, (2) Deprehenditur L 12 Primus (1) qvod sciam (2) ut L

10-12 Veteribus ... pervenirent: Leibniz bezieht sich vermutlich auf Apollonius, Geminus, Pappus,
Eutokios und Proklos; vgl. F. BAROZZI, Admirandum illud geometricum problema, 1586, S. 3f. und VII, 3
N.6 S.97. 12f. dimensus: E. TORRICELLI, De solido acuto hyperbolico problema alterum, in: Opera
geometrica, 1644, T1 2, S.93-135 (TO 1 S.173-221). 14 quadravit: Gr. de SAINT-VINCENT, Opus
geometricum, 1647, lib. VI, prop. CXXXIX, S.603. 16 revocavit: Huygens verfasste seine Zissoiden-
quadratur im April 1658 (HO II S.170-173). Er informierte Wallis iiber die Quadratur in seinem Brief
vom 6. September 1658 (a. a. O., S. 210-214, insbesondere S. 212) und sandte ihm seinen Beweis vor dem
néchsten erhaltenen Schreiben vom 31. Januar 1659 (a. a. O., S.329-331). Wallis erwahnt Huygens’
erste Mitteilung in Mechanica, 1670-1671, pars II, S.532 (WO 1 S.905) und gibt den Wortlaut des
Beweises im Nachtrag zur Mechanica, pars III, S.754-756 (WO 1 S.906-908) wieder. 16 ostendit:
J. WALLIS, Arithmetica infinitorum, 1656, Scholium zu prop. 101 bis Scholium zu prop. 107, S.74-84
(WO 1S.407-412).
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boloeides, quarum area licet longitudine infinita, possit inveniri, et quomodo eae possint
ab aliis quae id non patiuntur, probabili ratione, discerni. Nobis theorema propositione
septima explicatum viam dedit, cujuslibet curvae datae segmento cuidam vel sectori,
utcunque parvo duplicato, infinitis modis figuras longitudine infinitas aequales, exhibendi.
Quod aliis etiam rationibus fieri posse, non ignoramus.

Verum hic notandum est, si quis idem de spatio absolute interminato quod inter
curvam et asymptoton interjacet, demonstratum esse putat, eum mea sententia falli.
Alterius longe naturae est quantitas infinita, et quantitas interminata, quemadmodum
diversi omnino generis sunt indivisibile et infinite parvum. Quae tum a Geometris, tum
a metaphysicis saepe confusa paralogismorum et errorum causae fuere. Interminatum
voco cujus nullum est punctum ultimum: infinitum autem voco, quod majus est qualibet
intelligibili a nobis sive numeris explicabili quantitate, tametsi aliud eo majus sit, quod
cum priori applicatum longius procurrat, ipsum cui applicatum est, etiam terminatum
erit.

Quoniam vero observavi demonstrationes plerumque in hoc negotio afferri non satis
cogentes; contenti enim solemus esse ratiocinatione, quae ab omnibus partibus finitis, ad
infinitum ipsum prosilit, cum tamen veritates usque adeo paradoxae paulo exquisitius
comprobari mereantur; ideo circumspexi quanam eas ratione satis munirem. Quod non
arbitror fieri posse rectius, quam motu continuo assumto, is enim interruptionem at-
que cessationem, ad ultimum usque momentum, patitur, nullam. Ultimum autem motus
momentum nihil mutat, adjicit adimitve.

Pater Pardies e S. J. scriptis elegantibus apud eruditos notus et vita longiore dignus
tantum his meditationibus tribuebat, ut crederet efficax satis argumentum praebere ad
evincendam animae immaterialitatem, nec abnuerim subesse aliquid solidi, cum omnes
mentis actiones idem evincant et tanto magis, quanto sunt admirabiliores. Sed qui circa
mentem aliquid demonstrare in se suscipiet, modo a paralog(ismo) caveat, sentiet non

esse cujusvis in Metaphysicis (—) Geometriam.

6-14 Verum ... erit. erg. L 18 satis (1) munire possem contra scepticismum. nam et frustra
tentavi rationibus apagogicis uti (2) munirem L 2527 Sed ... Geometriam erg. L

23 crederet: I. G. PARDIES, Elemens de geometrie, 1671, préface, Bl. a7 v°.
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A4 i¥) 2T
NS 1B>~_1C
M ¥a
D I E
O 25 \20
G H
fi(g. 4.)

Retortam Cycloidis voco bicurvilineum A1B2B2C1C A arcu cycloidis, ut
A1C2C, arcu circuli generatoris in primo situ collocati, ut A1B2B, et ordinatae cycloeidis
ad axem AF, portione 2B2C', comprehensum.

5 Propositio Decima.

Quaelibet Retorta Cycloidis Segmenti eodem cycloidis arcu, et recta a vertice sub-

tensa comprehensi, duplum est.

In eadem figura ajo retortam quamcunque A1B2B2C1CA, esse duplam segmenti
respondentis A2C1C A, curvae Cycloidis portione A1C2C, et subtensa a vertice, A2C,

10 comprehensi. Ex puncto C' ad rectam AT per verticem A, transeuntem plano G H paral-
lelam ducatur tangens C'T. idque in quolibet curvae puncto factum intelligatur; constat

ex iis quae apud doctissimos de cycloide scriptores habentur AT esse ipsi BC' semper

1 Daneben: (———)
(—) egal (—)
()
1B1C egale a arc A[1]B
2B2C' egale a arc A2B

8-215,7 Nebenbetrachtung: @EEA n @ : AQ/(_]?A Ergo auferatur ab aliogve: 1@@ fiet:
A2B gestr. L

12 ex iis: z. B. J. WALLIS, Tractatus duo, 1659, S.70f. (WO I S.533f.) und Chr. HUYGENS, Horo-
logium oscillatorium, 1673, prop. 15, S.39-42 (HO XVIII S. 152-159).
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aequalem. Jam summa omnium A17, A2T, etc. ad axem A1F2F applicatarum, aequatur
duplo segmento A2C1CA, per prop. 8. Nihil autem refert, an axem ipsum attingant
applicatae, an vero aliter utcunque in ordinatis 1F1C 2F2C' etc. sumantur, ut si A17T
transferatur in 1B1C', et A2T in 2B2C, semper enim eadem manet summa linearum sive
area figurae, quemadmodum toties ostensum est ab aliis, et severe demonstrari potest, ex
illis quae prop. 6. diximus; spatium ergo ex omnibus AT in respondentes BC' translatis
seu retorta A1B2B2C1C A, aequatur duplo segmento A2C1C A.

Scholium

Segmentum cycloidis dimidium est portionis respondentis figurae sinuum versorum
seu summae arcuum circuli ad axem. Ea enim figura sinuum versorum conflatur ex summa
arcuum ad diametrum, quae aequalis perpetuo retortae cycloidali circulari, quippe quae
etiam ex rectis 1B1C, 2B2C quae arcubus A1B, A1B2B aequalibus conflatur. Quem-
admodum apud R. P. Honoratum Fabri tractatu eleganti de Linea sinuum et Cycloide,
videri potest. Aliae quae hinc duci possent, omitto; excepta tantum propositione quadam

memorabili, quae jam sequetur.

Propositio Undecima

,»3i recta per centrum circuli generatoris ducta, plano provolutionis parallela Cycloidi
yoccurrat, recta alia punctum occursus cum vertice cycloidis jungens segmentum ab-
»scindet a Cycloide, quod erit absolute quadrabile, sine supposita circuli quadratura,
»et quidem aequale semiquadrato radii Circuli generatoris.

Per D centrum circuli generatoris ALG, in eadem figura, ducta recta DFE, plano

9-15 Ideoque quae Circulo est figura sinuum versorum est cycloidi figura segmen-

torum.

6 prop. (1) 7 (2)6. L 8 (1) Corollar. 1. (2) Scholium L 10 seu ... axem erg. L
11 circulari (1) . De qvo videri potest R. P. Honoratus Fabri, eleganti opusculo de linea sinuum et
Cycloide. Corollar. 2. (2) , qvippe L

13 tractatu: H. FABRI, Opusculum geometricum, 2. Aufl., prop. XXIII, coroll. VII, in: ders., Syn-
opsis geometrica, 1669, S. 383. 14 propositione: vgl. VII;4 N. 17 S. 344-346.
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provolutionis GH parallela Cycloidi occurrat in F, jungatur AFE, vertex A puncto oc-
cursus F, ajo segmentum AFE1CA, absolute quadrari posse, et aequari semiquadrato
radii, seu triangulo ADL. Hoc ita breviter probatur: hoc segmentum duplicatum, ae-
quatur retortae A1IBLE1C A, per prop. 10. (: quanquam id in hoc quidem casu aliter
quoque independenter a prop. 10. probari possit:). At haec retorta aequatur quadrato
radii, quemadmodum partim apud eos qui de cycloide scripsere, doctissimos viros, di-
serte ostensum est, ut R. P. Fabrium, et si bene memini Clarissimum Wallisium partim,
ex eorum ut Dettonvillaei aut Laloverae traditis nullo negotio sequitur, pendetque ex
nota hemisphaerii superficie, ab Archimede exhibita, ut illis manifestum est, qui in hoc
argumento sunt versati; ut rem apud eruditos notam hic probare velle inutile videatur.
Quoniam ergo segmentum duplum aequatur retortae, et retorta quadrato radii etiam
duplum segmentum huic quadrato aequabitur; et segmentum ipsum semiquadrato seu

triangulo ADL. Quod erat demonstrandum.

Scholium

Primus omnium spatium aliquod solis rectis et curva Cycloidis comprehensum, ab-
solute dimensus est Hugenius. Portionem recta basi parallela e cycloide abscissam cu-
jus dimidium est A1F1CA. altitudo autem A1F. media pars radii AD, quod invenit
aequari, dimidio hexagono regulari inscripto in Circulo generatore quemadmo-
dum id memorat Pascalius in Historia insignium de Cycloide inventorum, quam exigua
scheda complexus est. Ab eo tempore nemo quod sciam aliam portionem solis rectis et
curva cycloidis contentam absolute quadravit, mihi vero idem quod tot alia praebuit,
theorema, prop. 7. et 8. expressum, hunc quoque transitum dedit generalem a segmentis
ad retortas adeoque absolutam segmenti cujusdam Cycloidalis transversi quadraturam

4f. (:qvanqvam ... possit:) erg. L 11-13 gvoniam ... demonstrandum erg. L

4f. (:qvanqvam ... possit:):s. N.30. 7 Fabrium: a. a. O., prop. XXIV, §3,S.385. 8 sequitur:
Das Resultat folgt unmittelbar aus J. WALLIS, Tractatus duo, 1659, §23, S.7 u.ders., Mechanica, 1670
bis 71, pars II, cap.V, prop. XX, §B, S.374 (WO I S.502 u.805); vgl. Bl. PASCAL, Traitté general de
la roulette, 1658, S.2f. (PO IX S.118-120) und A. de LALOUVERE, Veterum geometria promota, 1660,
prop. XII, S.10f., wo der Satz sogar explizit formuliert ist. 9 exhibita: ARCHIMEDES, De sphaera
et cylindro 1, prop. XXXIII. 16 dimensus: s. Chr. HUYGENS, Horologium oscillatorium, 1673, S. 69
(HO XVIII S.204f.). 19 memorat: vgl. Bl. PASCAL, Histoire de la roulette u. Historia trochoidis,
1658, S.5 (PO VIII S.202 bzw. 217).
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utique simplicissimam quod dimidio quadrato a radio aequari ostensum est.

Quae hoc loco memoratu non indigna videbantur.

Propositio Duodecima

Figuram angulorum exhibere, sive curvam designare, (ex earum numero quae ana-
lyticae vocantur,) ad quam figura constituatur, cujus portiones parallelis compre-
hensae sint ut anguli, modo portiones ex axe abscissae sive altitudines sint ut sinus.

B 3L 2L 1L G
P :
H
o 3D ™ 3F
2 / 2
o] L/
R I — ]D\
S : lT
A P 81917 70 : -
c 2T 3T
2M
3M
fig. 5

7 Daneben: EF egale a AT
LM.

@/

egale

4f. analyticae (1) vocantur, sive ut alii malunt Geometricae, (2) vocantur L 5 portiones (1)
ordinatis abscissae sint ut anguli (2) trilineae orthogoniae (3) parallelis L
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In sinubus complementorum arcuum circuli ad diametrum demissis ac productis
sumantur, inde a diametro, rectae, quae sint sinubus complementi et radio tertiae pro-
portionales, curvaque per earum extrema transeat, factum erit quod quaeritur. In fig. [5.]
sit quadrans Circuli ABDCA, arcus C'D, arcus complementi BD, ex punctis D in arcu
quadrantis BDC' sumtis demittantur in diametrum AB, ipsae DF, sinus arcuum BD,
seu sinus complementi, arcuum C'D, jungantur radii AD; et in sinubus complementi £ D
productis sumantur rectae E'F, ipsis ED, AD tertiae proportionales et curva 1F2F3F
transeat per puncta F', ajo portiones quadrilineas parallelas CAEF'C' esse proportionales
angulis DAC', quorum scilicet sinus sunt rectae FA: id est portio quadrilinea CA1F1F,
erit ad aliam CA2E2F, ut angulus 1DAC, (cujus scilicet sinus 1FA,) est ad angulum
2ADC (:cujus sinus est 2EA:).

Demonstratio

Ex punctis D ducantur tangentes circuli DT, basi quadrantis AC productae occur-
rentes in punctis T. Ajo primum ipsas AT fore ipsis E'F respondentibus aequales, nam
ob triangula DEA, ADT similia erit ED ad DA, ut DA ad AT, id est ipsae AT erunt
sinubus ED et radio D A, tertiae proportionales, quales esse diximus et E'F. Ergo perinde
est ac si dixissemus curvam C'1 F2F3F generandam perpetua translatione ipsarum AT in
EF. Hoc autem posito manifestum est ex prop. 7. quadrilineum C A1E1FC, esse duplum
sectoris 1DAC1D, et similiter quadrilineum C A2E2F C' esse duplum sectoris 2D AC2D;
sunt autem sectores, vel dupli sectores 1DAC1D, 2DAC2D, ut arcus 1DC, 2DC), id est
ut anguli 1DAC, 2DAC, ergo quadrilinea (sectorum dupla) CAEFC, etiam erunt ut
anguli DAC.

Corollarium

Hinc ducitur spatium figurae angulorum longitudine infinitum CABG etc. HFC,
esse, ad portionem finitam CAEFC, ut angulus rectus BAC, ad obliquum DAC.

4 arcus CD ... BD erg. L 5f. sinus ... CD, erg. L 6 sinus |complementi erg.| ED L
25 DAC |gvod (1) per se (2) ex propositione ipsa manifestum ad imitationem tamen prop. 9. severe
demonstrari posset gestr.; dazu am Rand, nicht gestr.: | L
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Scholium

Duo sunt in Geometria difficilia tractatu, ratio et angulus; et sectio anguli pariter ac
rationis sive logarithmi. Anguli enim trisectio problema solidum est, prorsus ac trisectio
rationis. Et sectio anguli vel rationis in quinque partes, sursolidum est, et ultra locum
conicum excurrit. Sectionem autem rationis sive logarithmi idem esse constat, quod in-
ventionem mediarum proportionalium, est enim trisectio rationis idem quod inventio
duarum mediarum, et sectio rationis in quinque partes aequales, est inventio mediarum
quatuor. At sectio anguli aut rationis, in data ratione lineae ad lineam, problema
est transcendens, ad nullam enim aequationem reduci potest, quales Vieta con-
cinnare docuit, nec per curvas construi potest, quales in Geometriam Cartesius
introduxit. At non ideo est supra vires humanas. Nimirum natura huic etiam quaestio-
num generi peculiaria solvendi media constituit, simplicissima, nec minus Geometrica,
quam quae a Cartesio feruntur. Sunt enim constructiones quaedam, quae non nisi per
calculum discerni possint a Cartesianis, quibus tamen, magna illa, et a Cartesio habita
pro derelictis problemata perficiuntur. Ubi vero, ne quis erret, nec quadratricem, nec
logarithmicam admitto, cum enim earum puncta omnia non inveniantur, nec proinde

curvae continuo tractu geometrice describantur, nullius ad Geometricas constructiones

5-8 J Admonenda quaedam.

9f. Vieta (1) et Cartesius concinnare docuere (2) concinnare L 11 humanas, (1) nimirum
natura sua propria media, cuilibet qvanqvam Cartesius eosdem Geometriae suae et ingenio humano
limites, ut magni homines solent, paulo audacius praescripserit. (2) Nimirum L 13 gqvaedam, (1)
usqve adeo simplices, ut (2) Geometricae (3) qvae L 15 perficiuntur. | Qvod si ergo inventionem
duarum mediarum proportionalium Geometricam habemus, uti certe habemus; ego sectionem anguli aut
rationis in data ratione, rectae ad rectam, audacter spondeo. gestr.| Ubi L

3 trisectio ... est: Dies wurde erst im 19. Jh. bewiesen. 10 docuit: Fr. VIETE, Ad angularium
sectionum analyticen theoremata, 1615 (VO S.287-304). 11 introduxit: R. DESCARTES, Geometria,
1659, DGS I S.1-106.

10

15
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usus esse possunt, quoniam nemo asserere potest, punctum quod quaeritur felici semper
eventu, in ea quae jam invenit aliquis numero finita puncta casurum, ac non potius in
unum ex infinitis aliis intermediis, nondum inventis incidere. Porro figurae angulorum
respondet figura rationum, ea autem Hyperbola est, nam ex admirabili P. Gregorii a
S. Vincentio invento constat res; nulla algebra divinabilis, nec mea sententia, pro di-
gnitate aestimata, si abscissae ex asymptoto sint ut numeri, quod portiones quaedam
hyperbolae erunt ut logarithmi. Hic vero operae pretium erit annotare et perelegantem
figurae rationum Vincentianae id est Hyperbolae et figurae angulorum nostrae symbo-
lismum. Nimirum si in figura, ipsae AT applicentur ad axem BA seu transferantur in
E'F faciunt figuram angulorum ut ostendi, si vero applicentur ad axem conjugatum BL,
seu si transferantur in LM, facient figuram rationum, et terminabuntur in curvam Hy-
perbolicam C1M2M3M. cujus centrum B. vertex C. asymptoti BL, BA, latus rectum
et transversum aequalia. Nimirum quemadmodum sumto radio BA, sinubus A1FE, A2F,
quadrilinea figurae angulorum CA1E1FC, CA2E2FC sunt ut anguli (1DAC, 2DAC)
ita sumta unitate BA, seu eodem radio, numeris B1L, B2L, quadrilinea Hyperbolica,
IMI1L2L2M1M, et 2M2L3L3M2M erunt ut rationum indices sive Logarithmi. Quorum
omnium usus ingentes aliquando clarius apparebunt. Porro Figura rationum est gradus
secundi, seu Conici, cum sit Hyperbola, figura angulorum altius utique ascendit, cum
Hyperbola non sit; et nulla ex Conicis praeter Hyperbolam asymptotos habeat.

3 incidere. | tametsi ad mechanicas operationes inservire possint. Mihi autem hoc ipsum serviet ad
absolvendam hanc anguli sectionem Geometricam universalem, haec ipsa serviet figura angulorum, ut
suo tempore explicabo. | Fateor interim hanc figuram angulorum, non ex nostris tantum principiis, sed
variis aliis modis exhiberi ac demonstrari posse, qvi nec aliis ignoti fuere erg. | gestr. | Porro L 5f. nec

. aestimata erg. L 8 rationum | (1) a Gregorio (2) Vincentianae id est Hyperbolae erg.| et L
8 nostrae erg. L  8f. symbolismum, | gvem (1) invenit (2) observavit Tschirnhusius, nobilis e Lusatia
juvenis, mihi amicus, et in his studiis egregie versatus. Redeundum est ad figuram gestr.|. Nimirum L
18 angulorum (1) tertii seu sursolidi (a) aeqva (b) posita enim (2) altius L

5 invento: Gr. de SAINT-VINCENT, Opus geometricum, 1647, lib. VI, prop. CXXV-CXXX, S. 594
bis 597. 25 observavit: s. Tschirnhaus an Pieter van Gent, 6. November 1675 (AMSTERDAM Univer-
siteitsbibliotheek MS ITA38, S.12f.) und VII,3 N.52 S. 701 Fig. 2.
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Definitiones.

Curvam Analyticam voco, cujus quaelibet puncta determinari possunt per

magnitudines quarundam rectarum calculo exacto inventas. Geometricam cujus

2 Am Rand: Curva Analytica simplex est, in qua ordinatae vel earum
potentiae sunt in ratione simplici vel multiplicata, directa vel reciproca, abscissarum, vel
potentiarum ab abscissis respondentibus. Si ratio sit directa, vocantur Parabolae aut
Paraboloeides, sireciproca, Hyperboloeides.

Latus rectum vel parameter in curva Analytica sim-
plice est, recta constans secundum quam possunt abscissae vel ordinatim, applicatae;
id est cujus dignitas in dignitatem inferiorem alterutrius ducta, servata homogeneorum
lege, aequat potentiam alterius superiorem, ut in Parabola. Si ordinatae vel abscissae
sint v. et y. sitque quadratum ab v. aequale cuidam rectangulo, sub y. et recta constante
p. erit p. latus rectum; et patet fore duas diversas y, ut ly, 2y inter se, ut respondentium
ipsis v. nempe 1v, vel 2v, quadrata. Nam rectangulum sub p et 1y, est ad rectangulum
sub p et 2y, ut quadrat. ab 1v est ad quadrat. a 2v. ut aequalia ipsis rectang. p in 1y
ad rectang. p in 2y, seu ut 1y ad 2y. Ergo ipsae y. sunt in ratione ipsarum v duplicata.
Eodem modo in parabola cubica, ubi ipsae y sint ut cubi ipsarum v, p? quadratum lateris

recti ductum in potentiam deficientem, alterutrius, nempe ipsius.

2 (1) Curvam Analyticam voco, cuius punctarum (a) a datis qvibusdam punctis di-
stantia (b) omnium distantia a data quadam recta calculo potest inveniri. | Curvam autem erg.|
Geometricam autem appello gvae motu |continuo gestr.| rectarum potest describi. (aa) intelli-
gitur (bb) ita Parabola Cubica geometrica pariter et analytica est (cc) qvi, supposita instrumentorum
exactitudine sit in potestate. (aaa) Calculum autem appello (bbb) Calculo autem inveniri
posse qvantitas dicetur, cum (aaaa) ad aeqvationem gvandam revocari potest, in qva ipsa (bbbb) ae-
qvatio inveniri potest, cuius ipsa sit incognita. Nam omnia problema gvae ad aeqvationes reducta sunt,
ad simplicissimum reducta sunt statum. Scio Cartesium curvas vocare Geometricas, qvas ego Analyticas;
Sed analytice haberi est ni fallor calculo haberi, geometrice autem haberi est motu ex aligvo construi
posse, qvi scilicet sit in potestate; tametsi calculo cuidam exacto subjici non possit, modo constructio sit
exacta. (2) Curvam L 8 (1) Latus rectum | vel Parameter erg.|in curva Analytica
simplice est secundum gvem possunt abscissae vel ordinatim applicatae, id est cuius (a) dignitas
(id est vel ipsa qvantitas vel aligva eius potentia) (b) in aeqvatione curvae naturam per relationem inter
abscissarum, et ordinatarum potentias explicante aeqvationem comples servata homogeneorum lege, (2)
Latus L

26 vocare: R. DESCARTES, Geometria, 1659, DGS I S.20f.
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omnia puncta possunt designari, sive quae potest describi, motu continuo quarundam
rectarum, super rectis; qui supposita instrumentorum exactitudine sit in potestate. Ma-
gnitudinem autem calculo exacto inventam dicemus, cum aequatio certi gradus
haberi potest, cujus ipsa est incognita. Motum autem illum demum admittemus, qui ab
uno dependeat, (:alioqui enim non erit in potestate nostra efficere ut diversi motus cer-
tum inter se legem servent :) quique fiat motu rectarum super rectis, adeoque nullam ne-
cessario requirat elaborationem curvae materialis, quo excluduntur Trochoides, aliaeque
id genus curvae, ex quibus tamen posteriores quoniam exacte describi possunt, sem -
Geometricas appellare soleo; quemadmodum illas semi-analyticas, quae
calculo aliquo exacto, sed transcendente determinantur, quibus et nomen analytica-
rum transcendentium accommodari possit; quid autem apud me sit calculus
transcendens, hoc loco explicare prolixius foret.

Scio Cartesium Geometricarum nomine eas tantum censere, quas ego appello Analy-
ticas, sed hoc ex quadam falsa persuasione factum est. Credidit enim non nisi Analyticas
suas Geometrice, id est motu ab uno dependente, ac sine curvarum materialium in rectum
extensione, aut ad rectas applicatione, posse describi: vel potius credidit quotiescunque
talis descriptio fingi potest, curvam esse analyticam sive aequatione explicabilem. Quod
verum non esse comperi; tametsi id mirum videri posset.

Sit curva quaedam 1C2C3C. Axis A1B2B3B, ex curvae punctis C, ordinatae norma-
les ducantur BC, ad abscissas AB; jam si relatio inter abscissam AB, et ordinatam
ei respondentem, per totam curvam perpetuo eadem est, aequatione quadam analytica
explicabilis, curva vocabitur Analytica. Ut si AB vocetur y. et BC ei respon-
dens v. sitque parameter quidam sive recta constans AP quae vocetur p; et dicatur ea
esse natura curvae, ut sit rectangulum PA1B aequale quadrato 1B1C, eodemque modo
rectangulum PA2B aequale quadrato 2B2C, et generaliter rectangulum PAB aequale
quadrato BC' quod contingit, si curva sit parabola, tunc literas supradictis lineis cum

4 incognita, (1) ita enim problema ad simplicissimam reductum est expressionem, rationalem eius-
qve natura (2) Motum L 18 comperi; (1) non exiguo (2) ingenti Geometriae profectu; ita enim ad
problemata a Cartesio pro derelictis habita, (a) mirabilis aperta est via (b) et algebram transcendentia,
mirabilis aperta est via. De qvibus alibi erit dicendi locus (3) tametsi L

13 censere: a. a. O. 26-223,2 cum Vieta: Fr. VIETE, In artem analyticam isagoge, 1591 (VO
S.1-12).
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Q

[F'ig. 6]
Vieta substituendo, erit Cartesianae methodo aequatio naturam curvae explicans: py
aequal. v2, seu rectangulum ex p in y, aequale quadrato ab v. Si Parabola esse Cubica,
foret, rectangulum solidum ex quadrato p, in AB aequale cubo a BC, unde aequatio: p?y
aeq. v3. Si Parabola esset Quadrato-quadratica, foret Cubus a p, ductus in y, aequalis
quadrato-quadrato ab v. seu p3y aeq. v*. Sed quoniam ita ascenditur ad dimensiones

1 Daneben: AT triplo AB.

Darunter: AP aeq. p.
AB seu DC aeq. y.
BC seu AD aeq. v.

2 Cartesianae methodo: R. DESCARTES, Geometria, 1659, DGS 1 S.20-23.
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imaginarias, ideo ne quis putet etiam curvas ejusmodi esse imaginarias, admonendum est,
nihil aliud designari, quam si quadratum ut 9 numeri, ut ternarii qui (assumta aliqua
unitate sive mensura, ut pede) exprimit longitudinem ipsius p, (:si p sit tripedalis:)
multiplicetur per numerum v. g. 144 qui ipsius y magnitudinem repraesentat, (:si ponatur
aliqua ex abscissis, ut A1B esse 144 pedum, :) fore numerum provenientem 1296 aequalem
quadrato-quadrato numeri pedum ipsius v, ordinatae respondentis 1B1C', adeoque fore v,
radicem quadrato-quadraticam a 1296, quae est 12: quae etiam in irrationalibus habent
locum. Eodem modo si curva A1C2C3C' esset arcus circuli, cujus diameter AP, sit p,
foret ex natura circuli rectangulum PBA aequale quadrato BC, (:quemadmodum in
parabola PAB aequale quadrato BC':) et aequatio foret py — 3% aequ. v?. Est enim BA,
y. et PB, p —y. et rectangulum PBA est py — y2. Haec illorum causa adjicienda duxi,
qui curvarum expressioni per aequationes non sunt assueti, ut videant compendii tantum
causa adhiberi, ne magna verborum mole mentes onerentur, de caetero autem a Locis
Veterum nihil differre.

Si Aequatio explicans relationem ordinatarum curvae analyticae ad abscissas ex
axe aliquo duorum tantum terminorum est, vocatur a me Curva Analytica
simplex. Quemadmodum iisdem quae supra positis, si curva sit parabola Quadra-
tica sive communis, aequatio est py aeq. v?. Si Cubica sit parabola, aequatio est p?y
aeq. v3. imo est quoddam parabolae Cubicum gradum non excedentis genus a parabola
cubica, passim memorata diversum, cujus aequatio est py? aeq. v> quam Clarissimus Wal-
lisius vocat semicubicalem, in qua rectangulum solidum sub p parametro et quadrato ab
y abscissa, aequatur Cubo ab v ordinata. Haec curva prima est omnium analyticarum,
quae, absolutam dimensionem subiit, de quo invento inter Anglos Batavosque hodieque

' 3 3|-| 2
18f. Am Rand: T py?2 mvd 2pyt n 3v3ettn SASRIR ergo t n
2py
e p3 Vpy?
A Pl tnlaqn 'ng ew”ﬁ\?{ie””
2 v tn 2y —y
2 2

G 2 4 2
B C gﬁ?\’/g et GCl‘lﬂHg%/%Jrlgestr.L
W

2 quadratum: Als Beispiel fiir p3y = v* mit p = 3 und v* = 1296 miisste Leibniz v = 6, y = 48
und p3 = 27 verwenden. 21 vocat: J. WALLIS, Tractatus duo, 1659, S.92, 95 (WO I S. 551, 553).
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certatur: illinc Brounkero et Wallisio pro Neilio, hinc Hugenio pro populari suo Heura-
tio, stantibus. Ubi vero negari non potest Heuratium rem totam simul omnibus numeris
absolutam dedisse, at Neilii inventum a Wallisio fuisse absolutum, ante tamen quam
uterque de Heuratio audiisset. Nam Neilius invenerat curvam cujus elementa procede-
rent summabili quadam ratione fore mensurabilem; at curvam ejusmodi esse parabolam
semicubicam, (rem non adeo facilem inventu) a Wallisio accepit.

Curvae analyticae simplices omnes hoc habent, ut sint ordinatae in ratione abscissa-
rum, aut potentiarum ab abscissis multiplicata aut submultiplicata, eaque directa aut
reciproca; ut si curva 1C2C3C sit parabola cubica, abscissa A1B, sit 1y. A2B sit 2y.
parameter constans p. et ordinata 1B1C sit 1v. 2B2C sit 2v. Erit 1yp? aeq. To°, et 2yp?

3 T 20 . —3 =3
aeq. 2v et 1y aeq. p_2 et 2y aeq. p_2 Ergo 1y ad 2y, erit ut 1v~ ad 2v", ergo ut cubus

ab 1v ad cubum ab 2v, erunt ergo abscissaec AB seu y ut suarum ordinatarum, BC' seu v,
Cubi sive in triplicata ratione ordinatarum, ergo contra ordinatae in subtriplicata ratione
abscissarum. Si tamen in eadem parabola Cubica ordinatae sumantur in axem conjuga-
tum A1G2G3G, tunc inversa appellatione abscissae AG erunt v. (aequales ordinatis BC'
ad axem priorem A1B2B3B) ordinatae GC erunt y. (aequales abscissis AB ex axe priori)
et ita ordinatae GC' seu y. erunt in triplicata ratione seu ut cubi abscissarum AG seu
v. quae inverso similiter in aliis curvis simplicibus fieri potest. Eodem modo in Parabola
semicubicali, cujus aequatio py? aeq. v3. posita semper p aeq. AP. y aeq. AB vel GC. et
v aeq. BC vel AG. erunt quadrata ab y abscissis (vel ordinatis) ut cubi ab v ordinatis
(vel abscissis) sive cubi ab v erunt in duplicata ratione ipsarum y. vel quadrata ab y in
triplicata ratione ipsarum v. Ipsae autem v. erunt in subtriplicata ratione quadratorum
ab y. quia v aequales g/py2. radicibus scilicet Cubicis a py?. et ipsae y vicissim erunt

3
v

in subduplicata ratione Cuborum ab ipsis v, seu y aeq. \2/ — aequales scilicet radicibus
p

3 Neilii | imperfectum per se gestr. | inventum L

1 Brounkero et Wallisio: s. die in Philosophical Transactions VIII, Nr.98 vom 17./27. November

1673, S.6146-6150 abgedruckten Briefe von J. Wallis, W. Brouncker und Chr. Wren. 1 Hugenio:
Chr. HUYGENS, Horologium oscillatorium, 1673, S.71f. (HO XVIII S.209-211). 3 dedisse: H. v. HEU-
RAET, Epistola de transmutatione curvarum linearum in rectas, 1659, DGS 1 S. 517-520. 4 invenerat:

s. J. WALLIS, Tractatus duo, 1659, S.91f. (WO I S.5511.). 6 accepit: vgl. a. a. O., S.94f. (WO 1
S.553).
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3
. . v . .
quadraticis ex —. Constans enim quantitas p. seu parameter, aut ut veteres vocabant,

recta secundum quam possunt ordinatae, nihil in ratione mutat.

Hactenus ratione tantum directa usi sumus, afferenda sunt exempla reciprocae quo-
que, ut natura curvarum Analyticarum simplicium penitus intelligatur. Sit in eadem
figura curva (1C')2C(3C') Hyperbola Conica cujus centrum A, asymptoti AB. AG. con-
stat rectangulum AB(C) vel AG(C) aequari cuidam quadrato constanti, quod sit p?.

2 2
quadratum a constanti recta p. Ergo erit yv aeq. p2. et y aeq. b et v aeq. p_. et 1y aeq.
v ()

2 2 2 2
P et 2y aeq. P Ergo 1y ad 2y erit ut Poad p:, i
lv 2v lv 2v

erunt ordinatae in reciproca ratione abscissarum.

d est reciproce, ut 2v ad 1v. Sive

Si curva esset Hyperbola vel Hyperboloeides Cubica, foret rectangulum solidum sub
abscissa in quadratum ordinatae vel contra aequale cubo a recta constanti; et vy? aeq. p3.
et forent ipsae v in ratione reciproca duplicata ipsarum y. et ipsae y in ratione reciproca
subduplicata ipsarum v. Hinc cum parabola Conica sit quodammodo prima directarum,
(quanquam id proprie loquendo ipsi potius triangulo competat, ut ex tabula patebit)
et Hyperbola conica sit prima reciprocarum, hinc illas viri docti Parabolas, vel
paraboloeides, has Hyperbolas aut Hyperboloeides vocare solent.
Sec nec male R. P. Berthet e S. J. in omni studiorum genere, tum vero in Geometria
eximius Hyperboloeidem Cubicam paulo ante explicatam, Antiparabolam vocabat, cum
ejus proprietates quasdam consideraret, et quadraturam invenisset de suo. Quoniam in
ea quadrata ordinatarum sunt in ratione abscissarum reciproce, ut in Parabola Conica
directe.

4f. Uber eadem, dber figura und am Rand jeweils: NN

13-21 Hinc ... directe. erg. L

1 vocabant: APOLLONIUS, Conica, I, prop. XI; vgl. Fr. v. SCHOOTEN, Commentarii, 1659, DGS 1
S. 208. 18 vocabat: s. VII,5 N.64 S.441f. u. III,1 N.76.
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His ita explicatis omnium Curvarum Analyticarum simplicium Catalogum subjicie-
mus:
Tabula aequationum pro Curvis Analyticis Simplicibus,
quarum ordinatae v vel earum potestates

sunt in abscissarum, y Aequationes Paraboloeidum
ratione directa simplici duplicata triplicata quadruplicata
ordinatae v aeq. Yy pv aeq. y2  p?v aeq. v pPu aeq. y*
ordinatarum quadrata, v aeq. py | v? aeq. y2  pv? aeq. 3 p?o? aeq. y?
cubi v3 aeq. p?y| v3 aeq. py® v3 aeq. ¥ pv? aeq. y?

quadrato-quadrata | v* aeq. p3y| v* aeq. p?y? v* aeq. py® v?* aeq. y?
etc.
Aequationes Hyperboloeidum

ratione reciproca

ordinatae vy aeq. p? | vy? aeq. p®  vyd aeq. p* vyt aeq. p°
ordinatarum quadrata vy aeq. p?| v¥y? aeq. p* v*y? aeq. p° viy? aeq. p°
Cubi vy aeq. p*| v3y? aeq. p° v3y? aeq. p® vyt aeq. p’

quadrato-quadrata | vty aeq. p°| v1y? aeq. p® v1y® aeq. p” vyt aeq. p°

etc.

Quae tabula in infinitum continuari potest, tantum notari debet, redire in ea eas-
dem saepe curvas alio schemate tectas, duas ob causas, scilicet ob permutationem et ob
depressionem; ob permutationem, fit ut omnes bis occurrant, nempe sumendo
v antea ordinatam, nunc pro abscissa, et y antea abscissam, nunc pro ordinata. Nempe
ejusdem speciei est curva AC cujus aequatio pv aeq. y? cum curva AE per omnia si-
mili et aequali intra eosdem axes conjugatos, descripta cujus aequatio v? aeq. py. Ob
depressionem vero eadem curva saepius occurrit quoniam saepe aequatio ad mi-

nores terminos reduci potest, ut v> aeq. y>. Aequatio coincidit cum hac v aeq. y et v

3-18 Huic poterit subjici Tabula rationalium directarum; et ex ea corollarium,
quod ordinatae aequales abscissis. Si eveniat ipsam abscissam esse latus rectum, imo

generalius hoc.
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aeq. p>y? cum hac: v? aeq. py. Bt v?y* aeq. p® cum hac: vy? aeq. p?. Ex his autem de-
finitionem Geometricam eandemque sequentem Curva Analytica simplex est in qua etc.
vid. prop.

Curva Analytica rationalis est, cujus axis ita sumi potest, ut sit or-
dinata rationalis ad abscissam et parametros id est ut abscissa et parametris in numeris
datis, etiam ordinata in numeris haberi possit. Talis est Parabola A1C2C3C, cujus ver-
tex A, si pro axe sumatur, non AB, quae vulgo dicitur axis Parabolae, sed AT, quae
parabolam in vertice tangit, ita ut abscissae AG sint v et ordinatae GC sint y latus

,02

rectum vero p. Ex natura parabolae est py aeq. v2. ut supra explicuimus, ergo y N —.
Erit scilicet ordinata y aequalis quadrato ab abscissa v, divisa per parametrum p. Si

curva (1C)2C(3C) sit Hyperbola, et alterutra ex Asymptotis pro axe ordinatarum su-
2 2

matur, ordinata semper est rationalis. Nam ut supra diximus, y est p_ et v est p_ In
v Y

circulo et Ellipsi impossibile est axem ita assumi ut ordinatae fiant rationales. Circulus
itaque et Ellipsis ex Curvarum rationalium numero non sunt. Quoniam tamen curvae
rationales magnas habent prae caeteris commoditates, ideo tandem Circulum reduxi ad
figuram rationalem aequipollentem, quod etsi infinitis praestare possim, modis elegi ta-

o . . 2py? o
men simpliciorem cujus aequatio est: m aeq. v unde ea mihi nata est Quadratura
p Y
1-4 aeq. p3. |Ex ... prop. erg.| (1) Unum subjicio, Omnes curvas analyticas simplices directas

aut reciprocas una generali aeqvatione servata homogeneorum lege enuntiari posse, hoc modo: v¥ aeq.
p¥ " €y® ubi literae e et w. significant numeros exponentes potestatum, et illud tantum notandum est
additionem exponentis significare multiplicationem, per potentiam cuius est exponens; at subtractionem

2 aeq. y® seu p2v aeq v® ad parabolam Cubicam Sin

3
sit w, 2. et e, 3. fiet p3v2—3 aeq y? seu p3v—! aeq y2. est autem p3v—! idem qvod L qvia exponens
A%

significare divisionem, sit w, 3. et e, 2. fiet: p2v3

3
negativus significat divisionem, ergo fiet: L aeq y2. vel p3 aeq y2v qvae aeqvatio est ad Hyperbolam
v

cubicam. Eodem modo eadem formula generalis ad caeteras applicari potest. Formulae autem huiusmodi
generales, egregie serviunt ad generalia theoremata invenienda; magnam enim characteristica vim habet
ad juvandam mentem, quoties commoda et ex ipsis rerum definitionibus sumta est | Daneben am Rand:
fit v aeq. 2 et e aeq. 1. ex generali fiet vZ aeq. p2~ly! seu v2 aeq. py. qvae est aeqvatio ad curvam
parabolicam 1C2C3C, posita v aeq 1B1C, et y aeq. A1B. et p. constante recta, vel parametro Sin curva

(1C)2C(3C) sit Hyperbola (cu)bica, et sit 1 nicht gestr.| (2) Curva L 17 cuius ... v erg. L

3 prop.: s.o. S.221 Z.4-7.
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Arithmetica, quae infra exponetur. De caetero ex aequationis forma statim agnosci potest
an curva secundum axem qui assumtus est aut ejus conjugatum, sit rationalis nimirum
si aequatio ad eam formam reduci potest, ut alterutra indeterminatarum, y vel v. ad
nullam ascendat potestatem; unde valor ejus pure inveniri potest, et sine ulla radicum
extractione. Tales sunt omnes aequationes in Tabula curvarum simplicium, quas lineis
inclusas vides, item quae ad eas depressione reduci possunt.

Caeterum spero Geometras nova quaedam nomina a me introducta, non improbatu-
ros; neque enim alia quod sciam, extabant; et notiones novas, aut nova quadam ratione
universalius quam ante conceptas sine nominibus explicare, definitionibus perpetuo sub-
stitutis, taediosum nimis erat futurum.

Denique quoniam scio excellentes quosdam Geometras dubitare, an Parabolae al-
tiores, sint verae curvae reales ac Geometricae, motu continuo descriptibiles, ideo exco-
gitavi instrumentum unicum, cujus partibus simili tantum ratione multiplicatis, omnes
Paraboloeides rationales omnium graduum, cubica, quadrato-quadratica; altioresque, in
quibus scilicet ordinatae sint in triplicata aut quadruplicata, aut quintuplicata, ratione
abscissarum; possint in plano uno tractu delineari, quod et foret Organi Mesolabi ge-
nus a Cartesiano diversi, serviens ad inveniendas medias proportionales quotcunque; sed
quoniam id nonnihil ab hoc loco alienum videri posset et aliunde mihi generatim constat
omnes omnium graduum curvas analyticas etiam Geometricas sive uno tractu descriptibi-
les esse, demonstrationi supersedendum putavi, quam plerique supervacuam judicarent.
Praesertim cum vis quadraturae Circuli Arithmeticae quae parabolarum quadratura ni-
titur; subsistat, etsi parabolae altiores tantum imaginariae essent, nec nisi per puncta
non vero continuo tractu describi possent. Nam in earum locum si opus videatur, utar
polygonis vel spatiis gradiformibus per omnia puncta numero finita inventa transeuntibus
semperque ostendam methodo prop. 6 et 7. errorem quadraturae circuli Arithmeticae,

quae a me affertur; quovis errore minorem, adeoque nullum esse.

18 gvoniam (1) plerigve alii non dubitant qvin Curvae omnes (2) generaliter ea res ab instituto
nostro aliena (8) id paulo prolixius est, gvam ut hinc commode inseri possit; et plerigve alii non dubitant
qvin omnes omnium graduum Parabolae, verae sint curvae, idqve multis aliis argumentis evinci potest;
cum generaliter certum sit, omnes curvas analyticas esse Geometricas, unoqve tractu descriptibiles (4)
id L

17 Cartesiano: R. DESCARTES, Geometria, 1659, DGS 1 S.67-69.
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Nunc ad Curvarum Analyticarum simplicium tangentes generaliter exhibendas pro-
gredior, ut deinde ad quadraturas mea methodo enitar. Tangentes curvarum analyticarum
simplicium omnium dudum apud Geometras habentur, et ex calculo nullo negotio sequun-
tur, sive methodum Fermatii de maximis et minimis, sive methodum tangentium Cartesii
sequaris; certum est enim utramque esse probam, et generalem si quis eas sciat recte
tractare, prorsus enim idem praestant; brevior est et simplicior Fermatiana, sed subtilior
Cartesiana, illa ex indivisibilibus sive infinite parvis, haec ex aequationibus ducta fluxit.
Ex utraque aut alterutra egregia quaedam compendia fluxere ab excellentibus Geometris
publicata ex quibus eminent Methodus Huddii de maximis et minimis, et Methodus tan-
gentium Slusii, quae velut ab hoc loco aliena non exscribo. Porro Clarissimus Geometra
Michael Angelus Riccius, eleganti inprimis ratione Geometricam tangentium Curvarum,
quibus opus habeo demonstrationem exhibuit, usus Theoremate, quod et(iam) postea
diversa ratione demonstratum publicavit vir in his studiis excellens Renatus Franciscus
Slusius. Cum vero meum non sit aliena prolixe describere, aut cum nihil melius habeam,
transferendo corrumpere satis erit ad eorum scripta remittere lectorem, qui theorematis

sequentis demonstrationem postulabit.

6 praestant; | gqvanqvam nesciam an id satis initio exploratum habuerit ipse Fermatius, erg. wu.
gestr. | brevior L 6 sed (1) profundior (2) subtilior L 7 sive ... parvis erg. L 14 Slusius, (1)
et vero Slusii demonstratio a religvo eius tractatu facile avelli potest, Ricciana sine reliqvis transscribi
neqvit, ideo Lemmatis qvidem probationem ex Slusio sumsi, religvam tangentium demonstrationem ex
Riccio exhibui, qvod bona utriusqve venia futurum spero. Verba Slusii haec sunt; Miscellaneorum cap.
4. (2) Theorema autem hoc est: Si magnitudo secetur in duas partes in ratione numeri ad numerum,
productum ex illis partium dignitatibus, gvarum exponentes sunt eidem numeri, fore omnium maximum
productorum ex iisdem dignitatibus duarum portionum eandem magnitudinem constituentium. ut si

A C B

recta AB, secetur in puncto C in duas partes qvae sint ut 2. ad 3.
-

(3) Cum L

4 Fermatii: Fermats Methode war Leibniz zuginglich durch die Darstellungen in P. HERIGONE,
Supplementum cursus mathematici, 1642, S. 5969, und in Fr. v. SCHOOTEN, Commentarii, 1659, DGS
I S.253-255, sowie durch die Diskussion in R. DESCARTES, Lettres, Bd 3, 1667, S.300-338 (DO 1 S. 486
bis 493, DO 1II S.1-13, 103-114, 154-158, 122-134, 169-178). 4 Cartesii: R. DESCARTES, Geometria,
1659, DGS 1 S.40-49. 9 Huddii: J. HUDDE, Epistolae duae, 1659, DGS 1 S.507-516. 10 Slusii: vgl.
R.-Fr. de Sluses Tangentenbrief in: Philosophical Transactions VII, Nr.90 vom 20./30. Januar 1672/1673,
S.5143-5147 (Nachtrag in VIII, Nr.95 vom 23. Juni/3. Juli 1673, S.6059). 12 exhibuit: M. Riccr,
Ezxercitatio geometrica, 1668. — Theoremate: a. a. O., theorema tertium, S.7f. 13 publicavit:
R.-Fr. de SLUSE, Mesolabum, 1668, S. 116 f.
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[Erster Ansatz, nicht gestrichen)]
Propositio Decima tertia

In Curva Analytica simplici, portio axis inter occursum tangentis et ordinatam
intercepta, 1B16 erit ad abscissam, A1B ut exponens dignitatis ordinatarum ad
exponentem dignitatis abscissarum. Si exponens dignitatis secundum quem multi-
plicata est ratio ordinatarum v, sit ad exponentem dignitatis secundum quem mul-

tiplicata est ratio abscissarum y ut numerus w ad numerum e seu si aequatio sit

2 (1) Propositio Decima Tertia
In Curva Analytica (a) | simplice, seu erg. | cuius ordinatarum ad abscissas relatio hac (b) simplice (aa)

si ratio ordinatarum sit multiplicata rationis abscissarum secundum numerum portio axis inter

Z— w
tangentem (bb) si exponens dignitatis secundum gvem multiplicata est ratio ordinatarum, sit ad expo-
nentem dignitatis secundum qvem multiplicata est ratio abscissarum ut numerus z —w ad numerum z —e
| et ab ordinata versus verticem sumatur recta qvae sit ad abscissam, ut z — w ad z — e. perveniet unde
recta ad punctum curvae ex qvo ordinata demissa est ducta, curvam tanget erg. | tunc portio axis inter
tangentem curvae et ordinatam, erit ad abscissam; seu portionem curvae inter verticem et ordinatam,
etiam ut z — w ad z — e. | Dazu am Rand: p¥~¢v?~% ny*~©|

Huius theorematis demonstratio ex traditis a Riccio Exercitatione Geometrica de Maximis et mi-
nimis sumi potest. Qvoniam vero ab eo non ita generaliter concepta, sed in duos casus Paraboloeidum
scilicet vel Directarum, et Hyperboloeidum vel Reciprocarum, distributa est, explicanda tantum est
enuntiatio nostra, ut eius generalitas appareat.

Nimirum diximus | (in definitionibus) erg. | omnis Curvae analyticae simplicis naturam hac aeqva-

tione explicari posse (I) p“v®~% aeq. y¥, unde posita v ordinata, | ut 1v seu 1B1C, vel 2v seu 2B2C etc

o o o 1—e—w o 2—e—uu
et erg.| y abscissa, |[ut A1B, seu ly. A2B, seu 2y erg. | erit (II) 1v aeq y—w, et (III) 2v aeq y—w

e—w e—w
p p

w w

Ergo erit (IV) 1v ad 2v, ut Ee_w ad Ze_w id est erunt ordinatae 1v, 2v inter se, in ratione mul-

tiplicata abscissarum secundum numerum exponentem ﬁ. Jam ergo Tangens ad curvam in puncto

1C. ita ducetur, idem enim de aliis omnibus fieri intelligemus; Ex puncto 1C curvae 1C2C3C. in Axem
A1B2B3B ducatur Ordinata 1B1C, et ex puncto 1B, versus punctum A sumatur recta 1B1T. qvae sit ad
rectam A1B ut e — w est (2) Propositio L 3-5 portio ... ordinatam |intercepta, A10 dndert Hrsg. |
erit ... abscissarum. erg. L

17 traditis: s. Erl. zu S. 230 Z.12.
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v aeq. y°p“ ¢ posito parametro p. et ab ordinata versus verticem sumatur recta
quae sit ad abscissam etiam ut w ad e[,] ea recta perveniet ad punctum, quod curvae

puncto ad ordinatam eandem pertinenti curvae jungens recta, curvam tanget.
T

\

[Fig. 7]

5 Scholium

Hoc theorema ex nota methodo de Maximis et Minimis pendet, et demonstratio ejus
ex doctissima Riccii exercitatione peti potest; sed quoniam Riccius in duos casus partitus
est propositionem, unum Paraboloeidum seu directarum, alterum Hyperboloeidum seu
reciprocarum, ego vero una regula comprehendi posse putavi, ideo explicatione quadam

10 opus habet enuntiatio.

Nimirum aequatio generalis Curvae Analyticae simplicis naturam explicans sit, ut
supra jam tetigi: v* aeq. y°p“~¢; posito p. parametro, y seu AB abscissa, et v, seu
BC, ordinata, ut ante. Patet exponentem ordinatarum v, esse w, at abscissarum seu y,

exponentem esse e. Sit jam punctum curvae 1C. Ergo a puncto 1B, seu ab ordinata

4  Dariber: = n

o+ =
€l

5 Scholium erg. L

7 exercitatione: s. Erl. zu S. 230 Z.12.
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1B1C. sumatur in axe, versus A, recta 1B#, quae sit ad A1B abscissam, ut w ad e.
et juncta #1C curvam tanget. Exemplis opus est. Sit parabola cubica, ejus aequatio v3

aeq. y'p?. patet esse w aeq. 3. et e aeq. 1. w — e n 2 eritque 1810 ad A1B, ut 3 ad
3

1. Si contra fuisset vp? aeq. y3, vel v aeq. y_2 vel v! aeq. y3p~2
p

. quoniam subtractio

exponentis notat divisionem per quantitatem exponente affectam; fuisset w aeq. 1. et e
aeq. 3 [et w — e aeq. —2. (adeoque w minor quam e.)] adeoque erit 1B10 ad A1B ut 1
ad 3. Ut (et) supra dixi: Quod et in eadem figura apparebit si axem prioris singulum
sumas, vertasque ordi(na)tam in abscissam (—) tunc enim appellando contra quam ante
AB (aeq.) y. et GC aeq. v. (— —) 1G1T ad A1G ut 1 ad 3. Si aequatio sit v* aeq.
y?p. sive si curva sit parabola semicubicalis erit w aeq. 3. et e aeq. 2. et w — e aeq. 1.
adeoque erit 1B10 ad A1B ut 3 ad 2. Nec in reciprocis ulla est differentia, nisi quod
in illis exponentes dignitatum fient aliquando numeri negativi quod ita patet. Sit aliqua
ex Hyperbolarum specie, verbi gratia omnium prima nempe Apolloniana sive Conica;
curva scilicet (1C)2C(3C') cujus Centrum A. asymptoti AB, AG. A1B sit y ordinata;
1B(1C) sit v abscissa et potentia Hyperbolae sit quadratum a p. erit rectangulum sub

Al1B, et 1B1C, aequale huic quadrato seu yv aeq. p? et ut habeatur ab uno latere
2

(quemadmodum praescribit aequatio generalis, v* aeq. y°p~~¢) fiat v! aeq. p_l vel v! aeq.
Y

y~1p? quoniam ut aliquoties dixi exponens negativus vel subtractus, notat divisionem
quantitatis exponente affectae. Ergo erit w aeq. 1. et e n —1 [et —e erit 1. et w — e erit
2] adeoque ut etiam 1B(16) erit ad A1B, ut w ad 1. id est ut 1. ad —1. id est 1816 erit
quidem aequalis ipsi 1BA, sed sumetur in contrariam partem; id est non ab 1B, versus A
verticem, sed contra. Quod aliunde ex nota Hyperbolae proprietate constat, si (16)(1C)
sit tangens. In quo quidem regula nostra non fallit; ea enim dixit quidem 16 debere ab
1B. sumi versus A, sed ita ut monstrat ratio w ad e, sed si ratio illa exhibent contraria
signa, ipsae progressus secundum signum minus, in effectu regressus erit. Quemadmodum

additio quantitatum negativarum seu ut quidam vocant radicum falsarum, subtractio est.

1 recta A0 L andert Hrsg. 4f. gqvoniam ... affectam; erg. L 7-9 ut ... ad 3 erg. L
22f. qvod ... tangens erg. L 25 erit (1) gqvemadmodum eum qvi plus debet gvam habet, bona habere,
et societatem contrahere, et haeredem facere posse dicent jureconsulti, tametsi is qvi minus nihilo habet

si omnium bonorum societatem cum aliqvo ineat, bona sua conferendo non o (2) qvemadmodum L

6-20 Die eckigen Klammern stammen von Leibniz selbst.
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Quae loquendi ratio nunc apud Analyticos recepta, id habet commoditatis, ut regularum

numerum, memoriaeque onus minuat, ita enim una formula multos casus complecti licet.
3

Si Curva esset Hyperbola Cubica et aequatio esset v?y aeq. p. vel v? aeq. vel v?

yt
aeq. py~ 1, foret 1B(16) ad A1B, ut 2 ad —1. Id est foret illa hujus dupla sed etiam
non ab 1B versus A sed in contrariam partem sumta; si fuisset aequatio ad eandem
Hyperbolam Cubicam, (sed axium conjugatorum curvaeque situ permutato) vy? aeq.
p>. fuisset 1B(10) dimidia ipsius A1B. et hos casus sufficere arbitror ad caeteros omnes

Curvarum analyticarum simplicium, ope regulae praescriptae investigandos.

Propositio Decima Quarta

Si figura generans sit Analytica simplex, etiam figura per resectas a tangentibus
modo supra dicto ex ea generata erit analytica simplex, ejusdem speciei, et qui-
dem ordinatas habens priori proportionales, respondentes respondentibus prioris,
in ratione numeri ad numerum, ut w — e est ad w, eadem quae in praecedenti litera-
rum significatione seu positis ordinatis v, abscissis y. et aequatione curvae, v“ aeq.
y°p“~€ id est in figuris directis ut differentia, in reciprocis ut summa, exponentium

ordinatarum et abscissarum; ad exponentem ordinatarum.

Demonstratio:

Artic. I. Si curva 1C2C3C sit analytica simplex, cujus axis AB, et ex axe con-
jugato rectae AT per tangentes C'T resecentur; hae resectae sunt eaedem quae
ordinatae figurae segmentorum, translatae scilicet in ordinatas figurae
propositae BC' si opus est productas, ut constat ex figurae segmentorum constructione
de qua supra prop. 7. 8.

Artic. II. Tantum ergo ostendendum est has rectas AT , ipsis BC re-
spondentibus eo modo esse proportionales, quo propositio
enuntiat. Id vero manifestum est. Nam ob Triangula 10A17T, 101 B1C', similia erit A1T
ad 1B1C, ut 10A ad 101B. Est autem 10A idem quod 101B — A1B. Est autem per
praecedentem 1018 ad A1B ut w ad e. Ergo erit 101B — A1B ad 101B, ut w — e ad w,
adeoque et A1T vel (per artic. I.) 1B1D ad 1B1C. erit ut w — e ad w. Quod ostendere
propositum erat.

8f. investigandos. (1) Definitio (2) Propositio L 14-16 seu ... ordinatarum erg. L
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Eadem ratiocinatio est in casibus omnibus, tantum res docebit tunc cum w est minor

1 omnibus, (1) Sed, qvia figura eos non simul iisdem lineis complecti potest, reliqvos majoris per-
spicuitatis causa separatim perseqvemur; sumto nimirum (2) Tres sunt casus,unus qvo tangens
occurrit axi, ultra verticem, ut in 16. ita ut vertex A, sit inter ordinatam 1B et tangentis occursum 16.
et huic prim o: huic praecedens ratiocinatio manifeste accommodata est; alter qvo occursus tangentis,
ut 1T, cadit intra verticem A, et 1G occursum ordinatae 1C1G et tunc gvaeritur recta A16 tertius qvo
occursus ordinatae ut 1B cadit inter A verticem, et (16) occursum tangentis et tunc gvaeritur recta
A(1T) Secundum ita probabimus, 1T1G intervallum occursuum tangentis et ordinatae, est ad A1G

abscissam seu intervallum occursus ordinatae a vertice, ut w ad e, per praeced. ergo A1G — 1G1T sive
e w

AIT, est ad 1T1G ut e — w ad w. jam ut est A1T ad 1T1G, ita est A16 ad 1G1C. (ob Triangula similia
w

1TA10. 1T1G1C) ergo etiam A16 erit ad 1G1C, ut e — w ad w, sive ut minus, w — e ad w, qvod apud
Analyticos significat esse qvidem ut w — e ad w, gqvemadmodum propositio asserit, sed sumendam esse in
contrariam, qvoniam e illo casu major qvam w, adeoqve A16 cadere trans lineam AG, cum contra 1G1C
cadat cis ipsam. Tertium casum sic conficiemus:

0

A

|o

_ 1 £
aeqvatio est: v¥ m y°p¥ €. qvaeritur fv. sscuvny“,p “ fv n ABCA. ABCA n TACA +

ABCG
2

A (N) (M) (T) T M N

B (D)\/}\ D
\

ABny.BDnv fv n MABCM NABDN n 2MACM rursus BD est ad BC :: w — e ad w. ergo

NABDNn]BD Lw-e o 2MACan—e
. reo
vn MABCM w *° MABCM w

[BC

jam MACM + ABC n MABCM et MACM n
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quam e, idem fore ac si diceres esse resectam Al# ad ordinatam, ut e —w [ad w]|, sed

quoniam deberet esse minus, e — w, seu w — e, cadere eam in alteram axis partem Al1G
quam in qua sunt ordinatae 1G1C'; denique cum e est quantitas negativa seu numerus
nihilo minus ut si curva sit (1C)2C(3C) in Reciprocis, tunc posito e valere, —e erit
resecta A(T') ad ordinatam, 1B(1C) ut w + ¢ ad w. Unde eo casu resectae fiunt majores
ordinatis. Sed haec cuilibet numeros tantum literis substituenti statim patebunt, nobis
more analytico regulam generalem condere satis fuit.

2MABCM — 2ABC — 2ABC
MABCM — ABC ergo fiet: n&—° nl—Eseu—— H—E.Ergo
w w w
1

MABCM MABCM
L, €, 2ABC 2ABC - MABOM e
w  MABCM MABCM w
A (1?4) G UXI) M c A G
: } M
L L
B C L
B C g o

Figuram Analyticam simplicem gvamlibet Quadrare.
Sit portio qvaelibet, ut 1C1B2B2C1C portione directricis (sive axis ordinatarum) 1B2B, duabus ordinatis
1D1B2B2D1D aeq. 2A1CL2C. per prop. 7. qvia BD aeq. AT. 1D1B2B2D1D : 1C1B2B2CL1C :: w—e : w,
qvia singulae ordinatae ad singulas nempe 1B1D ad 1B1C, etc ut w — e ad w per prop. praeced. Ergo
2A1CL2C : 1IC1B2B2CLIC :: w—e : w A1CL2C aeq. diff inter 1C1B2B2C1C+ A1B1C, et A2B2C. Ergo

A1B1C
diff inter 1C1B2B2C1C+ A1B1C, et A2B2C,, ad 1C1B2B2C :: w—e : w seu diff inter —|— P —
1C1B2B2C1C

A2B2C e b3 . .
—_— . (1) = — | Daneben: 2y n p3 n — n — n 2 et
1c1B2B21C 4 — | Daneben ynpd xyn —yn o ox p\/y e

Xy N py/py| (8) tantum L 1f. idem ... w —e, erg. L
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[Zweiter Ansatz]

Necesse est ut per singulos procedam casus particulares, sed methodo quae possit

esse universalis:

10}.. fig. 6. fig. 7
AlMOG1T2T1G 2G oT M 1G  2G
0B N 0P 5| 0G
2B TN N
2D 2B O 20
P
3C R
3Bp R 3B 3C
[Fig. 8] [Fig. 9]
4-238,1 Neben Fig. 8: 10An AlB
Unter Fig. 10: 2?
TNy
1
rn— zynl
Y
1C1B2B 1C1G2G 1P1CQ
Am Rand: nG ns
1B2BQ 1P2G1G 1CQ1C

1C1P2C1C n P P+Q@Qns

4-238,1 In den Figuren Punktbezeichnung P gestr. L, erg. Hrsg.
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fig. 8
A 3G 2G 2T 1G »
.............. ................. M
] S — T O|C}
1B |
......... T - N
10| 2 Q
2B ‘
122C 1
0
260
3Bp 0 /
[Fig. 10]

Propositio Decima Tertia

In Curva Analytica simplici portio axis inter tangentis et ordinatae occursus inter-
cepta, est ad abscissam curvae, ut exponens dignitatum ab ordinatis quem imposte-
rum vocabimus w, ad exponentem dignitatum ipsis proportionalium ab abscissis
quem appellabimus e. Dignitatem autem vocant quantitatem ipsam aut ejus
potentiam. Porro in directis tangens cadit ab ordinata versus verticem, in reciproca

vero in partes contrarias.

B+Q :G+P :w:e eB+eanG+wS—wQ.etM—eB|‘|Q.vel

w+e
B-G
eB4+eQ nGw+ Qu et eB — Gw n Qu — eq). seuunQ.
w—e

4 NB. definiendus exponens ubi explicandum quod exponens sit 1. Item explican-

dus noster notandi modus, incipiendo a curva.

4 abscissam, (1) ut in aeqvatione | simplici erg. | relationem ad axem explicante, a fracti (2) curvae L
7f. porro ... contrarias erg. L
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Scholium.

Hujus theorematis demonstratio ex doctissima Riccii exercitatione de Maximis et
minimis peti potest. Nobis id explicare hoc loco suffecerit:

Sit curva analytica simplex 1C2C3C. Axis si opus est productus AB, cui occur-
runt tangentes C in punctis 6, ajo ipsam 1816 esse ad ipsam 1BA, ut est exponens
dignitatis ordinatarum ad exponentem dignitatis abscissarum. Nempe si fig. [6.] curva
sit parabola et quadrata ab ordinatis BC sint ut abscissae AB, exponens ordinatarum
erit 2. abscissarum 1. adeoque 1816 ipsius A1B dupla. In parabola Cubica erit tripla in
quadrato-quadratica quadrupla; in Semicubicali, ubi Cubi ordinatarum sunt ut abscissa-
rum quadrata, erit 18160, ad 1BA ut 3 ad 2.

Si easdem figuras inverso consideremus modo, et in fig. [7.] sumamus pro axe, axem
praecedentis conjugatum, erunt in Parabola ordinatae, in subduplicata ratione abscissa-
rum, seu ordinatae BC' erunt ut abscissarum AB quadrata; unde exponentes earum
erunt ut 1. ad 2. adeoque erit 1816 dimidia ipsius A1B, et in Parabola Cubica, triens,
in semi-cubicali ut 2 ad 3.

Denique in fig. [8.] Si figura sit ex reciprocarum numero, idem obtinebit, et in hoc
erit discrimen, quod punctum 160 non a puncto 1B versus A verticem, sed in contrariam
partem sumetur quod ex ipsa harum Curvarum constitutione patet. Proportio autem
easdem servabit leges, ut in hyperbola simplici cujus centrum A, asymptoti AB. AG,
ubi ordinatae sunt reciproce in ratione abscissarum, exponentes erunt ut 1. ad 1. seu
aequales, adeoque A1B aeq. 1B16. Si esset Hyperbola proxime altior, forent quadrata
ordinatarum ut abscissae, vel (: curva inverse sumta:) quadrata abscissarum ut ordinatae,

priore casu 1B160 erit dupla, posteriore dimidia ipsius A1B.

Propositio Decimaquarta

Si figura generans sit analytica simplex; etiam figura resectarum ex ea generata
erit analytica simplex ejusdem speciei, ordinatas habens quae sint ordinatis prioris

proportionales ut numerus ad numerum scilicet ut differentia in directis, summa

16 (de qua supra ... )

18 gvod ... patet erg. L 27 proportionales | et summam ordinatarum summae seu aream areae
proportionale(m) erg. u. gestr.| ut L

2 exercitatione: s. Erl. zu S. 230 Z.12.
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in reciprocis; exponentium dignitates quas vocabimus w et e ordinatae et abscissae,

est ad exponentem dignitates ordinatae sive ut w —e vel —w + e vel w + e est ad w.

In fig. [6.] vel [7.] vel [8.] generantis figurae curva 1C2C), figurae resectarum 1D2D.
ajo perpetuo esse 1B1D ordinatam ad curvam figurae resectarum, ad 1B1C, responden-
tem ordinatam figurae generantis, ut propositio enuntiat. Patet ex defin. figurae resecta-
rum, ipsam 1B1D esse aequalem ipsi A17T. et quamlibet BD cuilibet AT, suffecerit ergo
probari quamlibet AT, esse ad respondentem BD, nempe A1T, ad 1B1C, ut dictum est.
Hoc ita patet: triangula 10A1T et 101 B1C, similia sunt, et A1T ad 1B1C, ut 16A, ad
101B. Est autem in fig. [6.] vel [7.] seu in directis, 10 A, differentia inter 101B et AlB,
quae (per prop. praeced.) sunt inter se ut exponens ordinatarum quem vocabimus w, ad
exponentem abscissarum quem vocabimus e, ergo 10 A erit ad 101B, ut differentia inter
w et e. id est fig. [6.] ut w —e, fig. [7.] ut —w+ e ad w. In Reciprocis seu fig. [8.] ipsa 10 A
est summa 1018 et A1B ergo erit ad 101 B, ut summa ex w et e, ad w. Quod asserebatur.

Corollar:

lisdem positis: summa quoque resectarum, seu area figurae resectarum, figurae ge-
nerantis aream seu ordinatarum ejus summam, eodem modo erit. Scilicet figura 1D1B
2B2D1D erit ad figuram 1C1B2B2C1C ut diff. vel summa numerorum w, e, ad w,
quia enim singulae respondentes eo se habent modo seu sunt proportionales, ut pro-
positio ostendit, summae eodem modo se habebunt; summae inquam linearum, id est
areae, ex methodo indivisibilium, ad formam prop. 6. severe demonstrata. Unde patet
autem re in summam collecta, incipiendo a vertice fore A2B2D1D1N ad A2B2C1CM

2 Darunter: (+1Id statim infra propositionem collocandum, et applicandum ad
figur(as —)

3-13 Am Rand: Prop. XV. In figura Analytica simplice duplum Trilineum sub arcu curvae et
duabus rectis eius extrema vertici jungentibus. est ad gvadrilineum eodem arcu duabus ordinatis, et ex
axe comprehensum, ut eodem modo qvem praecedenti propositione expressimus id est

ut 4w—e ad w. erg. u. gestr. L
—w+e
+w +e
14-241,15 Reihenfolge von Korollar und Scholium nachtrdaglich getauscht L 20—241,3 unde ... w+e
erg. L
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ut fig. 6] w—e adw.
fig. [7] —w+e
fig. [8.] w+e

Scholium

In fig. [6.] et [7.] si 1C2C sit parabola Conica, 1D2D, erit alia parabola Conica,
ordinatas 1B1D habens in fig. [6.] ordinatis prioris, 1B1C dimidias, in fig. [7.] aequales.
Si curva fuisset parabola Cubica, in fig. [6.] forent BD duae tertiae ipsarum BC. Nam
forent cubi ab ipsis BC' ut ipsae AB, ergo w erit 3. et e erit 1. et BD ad BC, ut w — e,
ad w, seu ut 2 ad 3. Si in fig. [7.] sint inverso modo ordinatae BC|, ut cubi ab AB, erit
w, 1. et e, 3. et e —w ad w, erit ut 2 ad 1. adeoque ipsae BD duplae ipsarum BC'. In
Reciprocis fig. [8.] si sit curva 1C2C Hyperbola Conica, cum ordinatae sint proportionales
abscissis, reciproce, erunt w, 1. et e, 1. quorum summa w+e, erit 2. unde ipsae BD duplae
ipsarum BC'. Eodem modo Hyperboloeidibus altioribus ratiocinari licet, nam si ordinatae
sint reciproce ut quadrata abscissarum erit BD ad suam BC, ut 3 ad 1. Sin quadrata
ordinatarum sint reciproce ut abscissae, ergo ut 3 ad 2.

[Erster Ansatz]
Propositio decima quinta.

Portio figurae Analyticae simplicis, ordinatis axe et arcu curvae comprehensa, est ad
portionem conjugatam, seu ordinatis conjugatis, eodem curvae arcu et axe conjuga-
to contentam, Triangulo sub minore abscissa et ejus ordinata; in directis minutam in
reciprocis auctam, ut exponens dignitatum ordinatarum ad exponentem proportio-
nalium ipsis dignitatum ordinatarum conjugatarum, id est abscissarum, id est por-
tio 1C1B2B2C1C contenta ordinatis 1B1C, 2B2C, axis portione 1B2B, et arcu
curvae 1C2C, est ad portionem conjugatam, 1C1G2G2C'1C, ordinatis conjugatis
1G1C, 2G2C (:quae abscissis A1B, A2B aequales sunt:) axis conjugati portione
1G2G, et eodem, quo prius arcu curvae, 1C2C contentam, ut w ad e seu ut

26 Uber w ad e: in fig. [6.] [7.] minutam

9 ad 3. | adeogve et area spatii 1D1B2B2D1D ad 1C1B2B2C1C erit ut 2 ad 3. erg. u gestr.| si L
10 BC. |ac proinde et area ex illis conflata, areae conflatae ex his erg. u gestr.| In L 13-15 Eodem
..ad 2. erg. L 20f. Triangulo ... auctam erg. L
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exponentes dignitatum secundum quas ipsae BC' ordinatae, proportionales
sunt ipsis GC' vel AB abscissis, directe vel reciproce: Hoc primum demonstrabimus
inde a vertice, si punctum 1B intelligatur incidere in punctum A. et ajo figuram
A2B2C'1CM esse ad figuram conjugatam M2G2C1CM, ut w ad e.

Quod ita demonstratur:

5-243,1 demonstratur: (1)

figura resectarum est ad Analyticam simplicem ut fig. ... w—e ad w per prop. 14. Co-
A2B2D1DI1IN generantem fig. ... vel e —w
A2B2C1CM fig. ... vel w+e

roll. seu per prop. 7. dupl. A2C1CMA. id est autem per figurae ... vel ... vel ... (—)structionem (dupla)
A2C1CM differentia inter (duplam) A2B2C1CM, et (dupl.) Triangulum A2B2D, nempe

© D ¢
infig. ... © est +)>—9
oo O est =D+
(———)
Ergo fig. ... +2)—2% estad Dut 4w —e ad w
—2)+ 2% —w+e
+2) — 28 w+te
Omittatur ubigve ratio aeqvalitatis, seu illinc ©® ad ©, hinc w ad w fiet
fig. ... +>—2% ad Dut —e ad w
- D+28 +e
+)—28 +e
sive
fig. ... —>+2% ad D ut +e ad w
-D>+28
+D - 2%
vel explicando rursus signa ©. ). §.
28. seu dupl.
) Triang. A2B2C
fig. ... —A2B2C1CM + rectang. A2B2C2G

— A2B2C1CM + rectang. A2B2C2G id est ubiqve spatium conjugatum M2G2C1CM est
+ A2B2C1CM — rectang. A2B2C2G

D
ad A2B2C1CM ut e ad w.

NB. Nota in casu ultimo memorabilem admisimus paralogismum, nec facile vitatu hoc enim posito
foret spatium longitudine infinitum M2G2C1CM ad aliud spatium infinitum A2B2C1CM ab eo non nisi
qvantitate finita A2B2C, differens ut numerus ad numerum, adeoqve utrumgqve erit finitum. Nam si duae
qvantitates, finitam habentes differentiam, sint ut numerus ad numerum seu finitam habeant rationem,
ipsa erunt finita. Sed hoc in hyperbola et alterutra semper hyperboloeidum parte scimus esse absur-
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In quantitatibus finitis, ne infinita nos turbent|:|
(I) Figura resectarum 1D1B2D1D seu per prop. 7, (2)1CA2C1C est ad 1C1B2B
201C
ut in fig. [6.] ut 4w —e ad w.
[7.] —w+e
8.] +tw+e

1 Am Rand, ohne direkten Bezug zum Text, teilweise quer und gegenldufig ge-
schrieben:

42
8
336

22

1
512481632

-3 -2 -1 0123 4 5

dum. Qvae ergo ratio erroris. Ea vero haec est, qvod ducenda erat recta AM, adeoque omisimus rectan-
gulum AM}MA, cuius basis AM, infinita, altitudo infinite parva, gvodqve in Hyperbola communi exacte
facit gqvantitatem finitam aeqvalem spatio finito seu differentia A2B2C, qvae proinde definitur; ut in

a‘3 a3
aliis facit qvantitatem plusqvam infinitam; qvin ducendum v.g. x in = posita x infinite parva, fit —.

X
3

a
et manet qvantitas — infinita. itaqve de integro reassumenda ratiocinatio est, et qvidem in (2) In L
X

17 % % % L dandert Hrsg.
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(IT) Dupl. 1CA2C1C est

+D -4
fig. [6. +1C1B2B2C1C + VALBIC, —V A2B2C.
[7.] dupl. ) +8
8] + Y
(III) Ergo per 1. [6.] 42> —2% ad D ut 4w —e ad w
(7] =2+ 2% —wHte
8.] +2>— 2% +w+e

et omittendo utrobique rationem aequalitatis, illic ) ad ), hic w ad w fiet:
6] —Y>+2% ad >ut +e adw.
7] —>+2% +e
8] +>—2% +e
Nam si verbi gratia ab analogia ultima 2 ) — 2% ad ) ut 4w — e ad w, vel D+ ) — 28
ad ) ut +w — e ad w, auferas illinc ) ad ), hinc w ad w, restabit: + ) — 28 ad ) ut —e
ad w, vel in hoc quidem primo casu signa mutand(a) — > + 2% ad D ut e ad w. Et ita de
reliquis duobus nisi quod in iis non opus mutatione signorum.
(IV) Id est explicando D et § fiet
[6.] —1C1B2B2C1C — Triang. A1B1C, + bis triang. A2B2C ad 1C1B2B2C1C

[7.] — - +
8] + + —
ut e ad w.
(V) Jam
[6.] —1C1B2B2C1C + triang. A2B2C, vel rectang. A2B2CG facit portionem
[7.] — + conjugatam
8] + - 101G2G2C1C.

Artic. VI. Ergo in Artic. IV. substituendo portionem conjugatam pro ejus valore in
artic. V. invento fiet

12 +w —e ad e L andert Hrsg.

17 ad 1C1B2B2C1C: Richtig ware ad 1C1B2B2C1C + 7 A1B1C. Im Folgenden kommen weitere
Versehen hinzu; Leibniz bricht den Beweis in S. 245 Z.6 ab.
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[6.] +1C1G2G2C1C — Triang. A1B1C + semel triang. A2B2C' ad 1C1B2B2C1C
[7.] — -

8] + —~
ute ad w
vel 5
1C01G2G2C1C ad [6.] +1C1B2B2C1C + Triang. A1B1C  [bricht ab]
7] + +
8] + —~

[Zweiter Ansatz]
Propositio Decima Quinta 10

In figura Analytica simplice duplum Sectoris 1C A2C'1C sive Trilinei sub arcu cur-
vae 1C2C, et duabus rectis A1C, A2C ejus extrema vertici jungentibus compre-
hensi, ad Zonam, 1C1B2B2C1C sive Quadrilineum arcu curvae eodem, duabus

ordinatis 1B1C, 2B2(C, et axis portione 1B2B contentum, eodem erit modo, quem

propositione praecedenti enuntiavimus: 15
id est dupl. 1CA2C1C erit ad 1C1B2B2C1C, ut +w — e adw.
—w+te
+w +e

Quod ita facile demonstratur: 1B1D est ad 1B1C'; item 2B2D ad 2B2C' eo quo di-
ximus modo, idemque est in caeteris; per prop. 14. ergo et summa omnium BD, ad sum- 20
mam omnium BC, id est, (methodo indivisibilium, ad modum prop. 6. demonstrata,) area
1D1B2B2D1D, sive per prop. 7. duplum Trilineum 1CA2C1C; ad aream 1C'1B2B2C1C,
eodem modo erit. Quod asserebatur.

